
Збірник тез VІ-ї  Міжнародної науково-практичної конференції  «Автомобільний транспорт та інфраструктура»

43

                                                              
                                                                           
                                                            
                                                                      
                                              

          
                                                            

                                                                   
                                         

                                                                  
                                                                       
                                                                                  
      

                                                                     
                                                             

                                                                 
                                                              

                                                               
                                                
                                                                               
             

УДК 519.852.35
ЗНАХОДЖЕННЯ НАЙКОРОТШИХ МАРШРУТІВ

НА ТРАНСПОРТНИХ МЕРЕЖАХ

Прокудін Георгій Семенович, д.т.н., професор,
e-mail: p_g_s@ukr.net

Приймак Ілля Сергійович, студент
e-mail: ya.prijmak@gmail.com

Національний транспортний університет

При рішенні багатьох практичних задач виникає необхідність
представлення відносин між будь-якими об’єктами. Орієнтовані і неорієнтовані
графи є природною моделлю для реалізації таких відносин.

Орієнтований граф називають мережею (network), де визначається:
– вузол-джерело, що має тільки вихідні дуги (позначається буквою s, від

source – джерело);
– вузол-стік, що має тільки вхідні дуги (позначається буквою t, від

terminal – кінцевий пункт);
– всі інші вузли – проміжні (транзитні), з'єднані між собою дугами, серед

яких є і вхідні, і вихідні дуги.
Дуга зі стрілкою і певним значенням відповідного параметру  визначає

універсальне поняття – потік (flow), що рухається з початкового вузла дуги в
кінцевий. Об'єктами потоків у практичних задачах виступають вантажі, газ,
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пасажири, транспортні засоби, сигнали зв'язку, рідини тощо [1]. 
Більшість оптимізаційних задач на транспортних мережах (ТМ) – це 

задачі про потоки у мережах (network flow problems). Для мережевих задач 
оптимізації фундаментальним є принцип збереження потоку в будь-якому 
вузлу, а саме – сума потоків Fвих(х) на виході вузла дорівнює сумі потоків на 
його вході Fвх(х) + потенціал р(х) вузла ( + пропозиція/ - попит), наприклад: 

– вузол-джерело s: Fвих(s) = 0 + р(s) = Р, де: Р – величина загального 
потоку по ТМ; потенціал р(s) = + Р (рис. 1 а); 

– вузол-стік t: Fвих(t) =  Р + р(t) = 0, тому що потенціал р(t) = - Р (рис. 1 б); 
– проміжний вузол х: Fвих(х) =  Fвх(х) ± р(х) (рис. 1 в). 
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Рис. 1 – Схематичне зображення принципу збереження потоку в будь-
якому вузлу мережі 

 
Розглянемо практичний приклад застосування принципу збереження 

потоку в будь-якому вузлу мережі при знаходженні найкоротшого маршруту на 
ТМ за маршрутом Київ – Жешув, який взятий з електронної карти (за 
допомогою www.google.com/maps). ТМ задана у вигляді змішаного зваженого 
графа з 10 вузлами і 18 дугами, початкові дані мають наступний вигляд у Excel-
таблиці (рис. 2). Треба визначити найкоротший шлях від вузла-джерела міста 
Києва до вузла-стоку міста Жешува у наступної математичної постановці [2, 3]: 

– знайти вектор дуг Х = (х1, х2, … х18), де елемент хi = 1, якщо відповідна 
дуга належить найкоротшому шляху, і 0 у противному випадку; і – порядковий 
номер дуги (і = 1, 2, ... , 18); 

– щоб загальна довжина шляху 
18

i i
i 1

D d x min


  , де di – довжина і-ої 

дуги; 
– за умови збереження балансу потоків для кожного i-го вузла (i = 2, ... , 

9): Fвих(xi) - Fвх(xi) = 0, для вузла-джерела Fвих(x1) - Fвх(x1) = 1; для вузла-
стоку Fвих(x10) - Fвх(x10) = -1; 

– при всіх xi ≥ 0. 
Для цього в Excel-таблиці (далі просто таблиці) для всіх дуг визначити 

діапазон для невідомих Х(дуга) і обчислити значення цільової функції за 
формулою – СУММПРОИЗВ(дуга; довжина), а для всіх вузлів обчислити суми 
вхідних (Вхід) і вихідних (Вихід) потоків, їх ризницю (Вихід-Вхід), задати 
колонку правих частин обмежень (Обмеження). 

 

http://www.google.com/maps


Збірник тез VІ-ї  Міжнародної науково-практичної конференції  «Автомобільний транспорт та інфраструктура» 

45 
 

Рис. 2 – Топологія ТМ 
 

Для обчислення потоку у вузлах використовується функція обчислення 
суми величин, координати яких задовольняють визначеній умові (тобто, якщо 
певні величини належать відповідній множині). В Excel таку процедуру 
виконує функція SUMIF(аргументи). Наприклад, сума вхідних потоків вузла 
визначається за формулою – SUMIF (всі кінці дуг; вузол; потоки), тобто, 
підсумовуються потоки по тих дугах, кінці яких співпадають з поточним 
вузлом. За формулою – SUMIF(всі початки дуг; вузол; потоки) підсумовуються 
вихідні потоки.  

На рисунку 3 показане розв'язання поставленої задачі за допомогою 
команди Пошук рішення в середовищі Excel-програми, з котрого видно, що 
вектор Х = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), а це, у свою чергу 
означає, що найкоротший шлях з міста Києва в місто Жешув пройде послідовно 
через міста Коростень, Ковель і складе 719 км. 

 
 

Рис. 3 – Розв'язання задачі про найкоротший шлях на ТМ 
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Рис. 4 – Графічне зображення розв'язання задачі про найкоротший шлях
на мережі

На рисунку 4 показано графічне зображення отриманого результату, а саме
– найкоротший маршрут, який зображений на ТМ у вигляді стрілок.
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