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Ïåðåäìîâà

Ó íàø ÷àñ iñíó¹ áàãàòî ðiçíèõ ïiäðó÷íèêiâ, ïîñiáíèêiâ, êíèã
i íàâiòü ìîíîãðàôié, ïðèñâÿ÷åíèõ äèñêðåòíié ìàòåìàòèöi àáî îêðå-
ìèì ¨¨ ðîçäiëàì. Àëå, íåçâàæàþ÷è íà öå, ïåðåä âèêëàäà÷àìè ìàòå-
ìàòè÷íèõ äèñöèïëií âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ ÷àñòî ïîñòà¹ íà-
ñòóïíà ïðîáëåìà.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çíà÷íà êiëüêiñòü ñòóäåíòiâ ïåðøèõ êóðñiâ,
ÿêi íàâ÷àþòüñÿ íà íà äåÿêèõ ïðèðîäíè÷îíàóêîâèõ ôàêóëüòåòàõ, à
òàêîæ íà òàêèõ ôàêóëüòåòàõ, ÿê åêîíîìi÷íèé, ñîöiîëîãi÷íèé òà ií-
øèõ, äå ìàòåìàòèêà ïîòðiáíà äëÿ îòðèìàííÿ çíàíü ç ðÿäó ïðåä-
ìåòiâ, íå çàâæäè äîñòàòíüîþ ìiðîþ âîëîäi¹ ìàòåðiàëîì ç êóðñó
øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Çîêðåìà, öå ñòîñó¹òüñÿ çíàíü ïðî ÷èñëà. ×å-
ðåç öå ó ñòóäåíòiâ âèíèêàþòü óñêëàäíåííÿ çi ñïðèéíÿòòÿì òà çà-
ñâî¹ííÿì íîâîãî ìàòåðiàëó, ùî âèêëàäà¹òüñÿ â êóðñi ìàòåìàòèêè â
ðàìêàõ íàâ÷àëüíèõ ïðîãðàì óíiâåðñèòåòiâ òà iíñòèòóòiâ, îñêiëüêè
ìàòåìàòè÷íi äèñöèïëiíè âèìàãàþòü äîñèòü óïîðÿäêîâàíèõ çíàíü
ðîçäiëó ïðî ÷èñëà, äî òîãî æ ó âçà¹ìîçâ'ÿçêó ç iíøèìè ðîçäiëàìè
ìàòåìàòèêè. Òîìó äîâîäèòüñÿ ïåðøi ëåêöi¨ ç äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòè-
êè ïî÷èíàòè çi ñòèñëèõ ëåêöié ïðî ÷èñëà. À âiäïîâiäíà iíôîðìàöiÿ
âiäñóòíÿ ó ïiäðó÷íèêàõ i ïîñiáíèêàõ ç äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè äëÿ
âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ. Ó íèõ òàêîæ, ÿê ïðàâèëî, âiäñóòíi ïî-
íÿòòÿ áàçîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñòðóêòóð (íàïðèêëàä, ãðóï i ïîëiâ) áåç
çíàííÿ ÿêèõ i ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçêó â äàíèé ÷àñ íåìîæëèâî îïàíóâàòè
öiëèì ðÿäîì ïðåäìåòiâ (íàïðèêëàä, ç iíôîðìàöiéíî¨ áåçïåêè i çà-
õèñòó iíôîðìàöi¨). Öå é ñòàëî ïåðøèì ïîøòîâõîì äî ïîÿâè äàíîãî
ïiäðó÷íèêà.

Äðóãà ïðè÷èíà éîãî ïîÿâè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà âèêëàäàí-
íÿ äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè íåðiäêî âiäâîäèòüñÿ äóæå íåçíà÷íà êiëü-
êiñòü ãîäèí i ëåêöiéíèé ìàòåðiàë äîâîäèòüñÿ ïîäàâàòè ó äîâîëi ñòè-
ñëié i ëàêîíi÷íié ôîðìi, ÷àñòî æåðòâóþ÷è ïîâíèì i ñòðîãèì äîâå-
äåííÿì. Òîæ öiëêîì ðîçóìíî çàâæäè ìàòè ïiä ðóêîþ ìàòåìàòè÷íèé
ìàòåðiàë, ïiäãîòîâëåíèé â îäíàêîâié ôîðìi, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìó-
ìîì íåîáõiäíèõ çíàíü, â ïåðøó ÷åðãó ïðî ÷èñëà, ìíîæèíè, ôóíêöi¨
òà âiäíîøåííÿ, òîáòî çíàíü ç òèõ òåì, ÿêi ïðåäñòàâëåíi ó ïiäðó÷íè-
êè i ÿêi âèêëèêàëè éîãî íàïèñàííÿ.
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Ó êîæíié ïðèðîäíè÷ié íàóöi ìiñòèòüñÿ ñòiëüêè iñòèíè,
ñêiëüêè â íié ¹ ìàòåìàòèêè.

Iììàíó¨ë Êàíò
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Âñòóï

Ìàòåðiàëè ÿâëÿþòü ñîáîþ ñòèñëèé çìiñò ëåêöié ïî òèì ðîçäi-
ëàì äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè, áåç äîáðîãî âîëîäiííÿ ÿêèìè ñòà¹ äî-
ñèòü ïðîáëåìàòè÷íîþ ìîæëèâiñòü âèâ÷åííÿ i ðîçóìiííÿ òåîðåòè÷-
íèõ îñíîâ ðÿäó äèñöèïëií, ùî âèêëàäàþòüñÿ ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ
çàêëàäàõ òà âèìàãàþòü çíàííÿ áàçîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü i ðå-
çóëüòàòiâ. Âîíè ìîæóòü ïîñëóæèòè õîðîøèì äîâiäêîâèì ìàòåðià-
ëîì ÿê äëÿ ñòóäåíòiâ, ÿêi âèâ÷àþòü ìàòåìàòè÷íi ïðåäìåòè â âèùèõ
íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ, òàê i äëÿ âèêëàäà÷iâ, ÿêi áàæàþòü âèêîðè-
ñòîâóâàòè äîñâiä, íàêîïè÷åíèé àâòîðîì ó ïðîöåñi éîãî âèêëàäàöüêî¨
äiÿëüíîñòi i âiäáèòèé â ïîñiáíèêó.

Ëåêöiéíi ìàòåðiàëè ñêëàäàþòüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ.
Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ðîçãëÿäó ÷èñåë, ùî âèâ÷àþòü-

ñÿ â øêiëüíèõ êóðñàõ ìàòåìàòèêè, à ñàìå: íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðà-
öiîíàëüíèõ, äiéñíèõ i êîìïëåêñíèõ. Äàþòüñÿ ¨õ âèçíà÷åííÿ i íàâî-
äÿòüñÿ âëàñòèâîñòi. Òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ ïðåäñòàâëåííÿ
÷èñåë â ðiçíèõ ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ i ñïîñîáè ïåðåâåäåííÿ ÷èñåë ç
îäíi¹¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ â iíøó. Ó õîäi âèêëàäàííÿ ìàòåðiàëó ââî-
äÿòüñÿ ïîíÿòòÿ îñíîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñòðóêòóð (òàêèõ, ÿê ãðóïè,
ïîëÿ i òîìó ïîäiáíå), áåç çíàííÿ ÿêèõ i ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçêó â äàíèé
÷àñ íåìîæëèâî îïàíóâàòè íèçêîþ ñó÷àñíèõ ÿê ìàòåìàòè÷íèõ äèñ-
öèïëií, òàê i äèñöèïëií ç iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié (íàïðèêëàä,
ïîâ'ÿçàíèõ iç çàõèñòîì iíôîðìàöi¨ òà iíôîðìàöiéíîþ áåçïåêîþ).

Îñêiëüêè ñó÷àñíà ìàòåìàòèêà áàçó¹òüñÿ íà òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ ïîáóäîâàõ, ó äðóãîìó ðîçäiëi âèêëàäà¹òüñÿ íà¨âíà òåî-
ðiÿ ìíîæèí, çíàííÿ ÿêî¨ ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ âèðiøåííÿ áiëüøî¨ ÷à-
ñòèíè òåîðåòè÷íèõ i ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü â ìàòåìà-
òèöi òà iíôîðìàòèöi. Ââîäÿòüñÿ îñíîâíi îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè,
íàâîäÿòüñÿ ¨õ âëàñòèâîñòi. Äàþòüñÿ âèçíà÷åííÿ àëãåáðè ìíîæèí i
áóëåâî¨ àëãåáðè ìíîæèí. Ïðîâîäèòüñÿ âèâ÷åííÿ ñêií÷åííèõ, çëè-
÷åííèõ i íåçëi÷åííèõ ìíîæèí â îáñÿçi, äîñòàòíüîìó äëÿ îâîëîäiííÿ
ðÿäîì ïðåäìåòiâ, ùî âèâ÷àþòüñÿ â âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ i ¹
íåîáõiäíèìè äëÿ ïîÿñíåííÿ îñîáëèâîñòåé êàòåãîðié "ñêií÷åííèé"i
"íåñêií÷åííèé ".

Äî áàçîâèõ òåîðåòèêî-ìíîæèííèì ïîíÿòü ìàòåìàòèêè âiä-
íîñÿòüñÿ ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi, ôóíêöi¨ i âiäíîøåííÿ, êîòðèì ïðè-
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ñâÿ÷åíèé òðåòié ðîçäië. Äàþòüñÿ ¨õ çàãàëüíi âèçíà÷åííÿ, ÿêi â ïî-
äàëüøîìó êîíêðåòèçóþòüñÿ äî ïåâíîãî ðiâíÿ. Ñåðåä áiíàðíèõ âiä-
íîøåíü îñîáëèâà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi
i ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ÷àñòêîâî i öiëêîì âïîðÿäêî-
âàíi ìíîæèíè, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè ïðèíöè-
ïè ìàòåìàòè÷íî¨ i ïîâíî¨ iíäóêöi¨, à òàêîæ ââåñòè ïîíÿòòÿ áóëåâèõ
àëãåáð i ðåøiòîê i îïèñàòè äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi. Ñïèðàþ÷èñü íà
÷àñòêîâèé ïîðÿäîê, äà¹òüñÿ, áåç çàëó÷åííÿ ïîíÿòòÿ ãðàôà, âèçíà-
÷åííÿ äåðåâà i ñóïóòíiõ éîìó ïîíÿòü, ùî øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
â ïðîãðàìóâàííi òà ðiçíèõ ðîçäiëàõ ïðèêëàäíî¨ iíôîðìàòèêè.

Ïî÷àòêîâi êðîêè ïî òåîði¨ áóëåâèõ ôóíêöié ïðåäñòàâëåíi â
÷åòâåðòîìó ðîçäiëi. Ïiñëÿ ïåðåëi÷åííÿ âñiõ áiíàðíèõ áóëåâèõ ôóíê-
öié ïîêàçó¹òüñÿ, ùî áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ áóäü-ÿêî¨ àðíîñòi
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ðÿäó ñòàíäàðòíèõ ôîðì (ùî
ìiñòÿòü òiëüêè ñèìâîëè áóëåâèõ îïåðàöèé êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨
i çàïåðå÷åííÿ), äî ÷èñëà ÿêèõ âiäíîñÿòüñÿ ìiíiìàëüíi äiç'þíêòèâíà
i êîí'þíêòèâíà íîðìàëüíi ôîðìè. Îáãîâîðþþòüñÿ ïèòàííÿ ïðèâå-
äåííÿ áóäü-ÿêî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ äî îïèñàíèõ ìiíiìàëüíèõ ôîðì.
Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ïîâíî¨ ñèñòåìè áóëåâèõ ôóíêöié. Äîâîäèòüñÿ
êðèòåðié Ïîñòà, ùî äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè, ¹ ÷è íi ðîçãëÿíóòà ñèñòå-
ìà áóëåâèõ ôóíêöié ôóíêöiîíàëüíî ïîâíîþ.

�äèíå, ùî çíàäîáèòüñÿ äëÿ ðîçóìiííÿ âèêëàäåíîãî ó íîòàò-
êàõ, òàê öå çíàííÿ äåÿêèõ ðîçäiëiâ çi øêiëüíîãî êóðñó àëãåáðè. Êðiì
òîãî, ó íîòàòêàõ ç ñàìîãî ïî÷àòêó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, íàé÷àñòiøå ó
ïðèõîâàíié ôîðìi, ìàòåìàòè÷íå ïîíÿòòÿ ìîâè. Òîìó äàìî òóò ¨é
âèçíà÷åííÿ.

ßêùî A � ñêií÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé íàáið ñèìâîëiâ (òàê
çâàíèé àëôàâiò), òî ñëîâîì â àëôàâiòi A íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé
ëàíöþæîê ñèìâîëiâ iç A (ìîæëèâî, ïóñòèé, òîáòî òàêèé, ùî íå ìi-
ñòèòü æîäíîãî ñèìâîëó). ßêùî A� ¹ ñóêóïíiñòü óñiõ ñëiâ â àëôàâiòi
A, òî áóäü-ÿêà ÷àñòèíà A� íàçèâà¹òüñÿ ìîâîþ â àëôàâiòi A.
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1 Ïðî ÷èñëà

Iñíó¹ ï'ÿòü âèäiâ ÷èñåë, ùî àêòèâíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîâñÿê-
äåííîìó æèòòi i íàóêîâî-òåõíi÷íié ïðàêòèöi: íàòóðàëüíi (N), öiëi
(Z), ðàöiîíàëüíi (Q), äiéñíi (R) i êîìïëåêñíi (C).

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié íàä ÷èñëàìè ó íî-
òàòêàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ñèìâîëè: �+� � äëÿ äîäàâàííÿ, ���
� äëÿ ìíîæåííÿ, ��� � äëÿ âiäíiìàííÿ i �:� � äëÿ äiëåííÿ.

1.1 Íàòóðàëüíi ÷èñëà

Ââàæà¹òüñÿ, ùî âìiííÿ ðàõóâàòè i ðîçðiçíÿòè êiëüêiñòü ïðåäìåòiâ ¹
âðîäæåíi çäiáíîñòi ëþäèíè. Òîìó ó ïîâñÿêäåííîìó æèòòi íàòóðàëü-
íèìè íàçèâàþòüñÿ ÷èñëà, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ëi÷ái ïðåäìåòiâ
àáî ïîçíà÷åííÿ íîìåðà ïðåäìåòà â ðÿäó îäíîðiäíèõ ïðåäìåòiâ. Çâiä-
ñè íàòóðàëüíå ÷èñëî ¹ ïîíÿòòÿì, ÿêå îäíàêîâî ñïðèéìà¹òüñÿ óñiìà
ëþäüìè i çàäîâîëüíÿ¹ òàêîìó (ðåêóðåíòíîìó) âèçíà÷åííþ, ùî âè-
êîðèñòîâó¹ î÷åâèäíó îïåðàöiþ �çáiëüøåííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
íà îäèíèöþ�, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ Sn é iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê îïåðàöiÿ
äîäàâàííÿ îäèíèöi �1 äî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó Äæ. Ïåàíà, äàìî iíäóêòèâíå âèçíà-
÷åííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òà äié (îïåðàöié) íàä íèìè:

(I) ñèìâîë 0 (iíòåïðåòó¹ìèé ÿê çâè÷àéíèé íóëü) ¹ íàòóðàëü-
íèì ÷èñëîì;

(II) ÿêùî n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî Sn òàêîæ ¹ íàòóðàëüíèì
÷èñëîì.

(III) iíøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, êðiì çàçíà÷åíèõ ó (I) i (II),
íåìà¹.

Òîáòî 0, S0, SS0, . . ., S . . . SS0, . . . � óñÿ ñóêóïíiñòü íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

Äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà ¹ ðiâíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíè ìàþòü îäèí i òîé ñàìèé çàïèñ çi âèêîðèñòàííÿì çíàêó S.

×èñëî n ìåíøå çà ÷èñëî m (n   m) â òîìó i òiëüêè òî-
ìó âèïàäêó, êîëè êiëüêiñòü ñèìâîëiâ S, ùî áåðóòü ó÷àñòü ó çàïèñi
n, ìåíøå (ó çâè÷àéíîìó ñåíñi) çà êiëüêiñòü ñèìâîëiâ S, ùî áåðóòü
ó÷àñòü ó çàïèñi m.

Êðiì öüîãî, íàì òðåáà ïîñòóëþâàòè ðÿä âëàñòèâîñòåé íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî äàñòü ìîæëèâiñòü âèêîíóâàòè ¨õ ôîðìàëüíå
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ïîðiâíÿííÿ, à òàêîæ çàäàòè ïðèíöèï iíäóêöi¨:
(IV) 0 � 0 i 0 �� Sn äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
(V) ÿêùî Sn � Sm òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n � m.
(VI) Ïðèíöèï iíäóêöi¨.
ßêùî P ïîçíà÷à¹ âëàñòèâiñòü, ÿêó, ìîæëèâî, ìàþòü îäíi íà-

òóðàëüíi ÷èñëà i íå ìàþòü iíøi, i ÿêùî:
(VI.1) íàòóðàëüíå ÷èñëî 0 âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ P i
(VI.2) äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèõîäÿ÷è ç òîãî,

ùî n âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ P âèïëèâà¹, ùî i íàòóðàëüíå ÷èñëî Sn
ìà¹ âëàñòèâiñòü P , òî âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà ìàþòü âëàñòèâiñòü P .

Òîìó áóäå ïðèðîäíèì ðîçòàøóâàòè íàòóðàëüíi ÷èñëà ó çâè-
÷àéíîìó ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ: 0   S0   SS0   . . .   SS . . . S0 . . .

  . . ., äå   � çíàê òàê çâàííîãî ñòðîãîãî ïîðÿäêó.
Ìè ïèøåìî n ¤ m òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n � m àáî n   m

Ââåäåìî çâè÷àéíi äåñÿòêîâi ïîçíà÷åííÿ äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, ïîçíà÷èâøè S0 ÿê 1, SS0 ÿê 2, . . . i ò. ä.

Ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì ïîçíà÷àòèñÿ N, à
áåç íóëÿ � N�. N� ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ íàòóðàëüíèì ðÿäîì.

Íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî n íàçèâàþòüñÿ ïî÷àòêîâèì âiäðiç-

êîì íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîâæèíè n i ïîçíà÷àþòüñÿ rns. Çà âèçíà-
÷åííÿì ââàæà¹òüñÿ, ùî r0s ¹ ïóñòèì âiäðiçêîì, òîáòî ñóêóïíiñòþ,
ùî íi÷îãî íå ìiñòèòü (àáî, iíøèìè ñëîâàìè, ¹ òàê çâàíîþ ïóñòîþ
ìíîæèíîþ).

1.1.1 Îïåðàöi¨ íàä íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè

Òåïåð ìîæíà iíäóêòèâíå çàäàòè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ (�) i ìíîæåííÿ
(�) íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. (Ïðè äîäàâàííi i ìíîæåííi
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çíîâó ïîðîäæó¹òüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî.)

Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ:
(I) n� 0 � n,
(II) n� pm� 1q � Spn�mq, äå Spn�mq ïîçíà÷à¹ ðåçóëüòàò

äîäàâàííÿ çëiâà S äî ðÿäêà S . . . S0 ç �ðàíiøå îá÷èñëåíèì� ÷èñëîì
pn�mq ñèìâîëiâ S.

Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ:
(I) n � 1 � n,
(II) n � pm� 1q � pn �mq � n.
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Ââàæà¹ìî, ùî çà âèçíà÷åííÿì n � 0 � 0 � n � 0.
Íåõàé u i q � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi ÷èñëî u� q íàçèâà¹òüñÿ

ñóìîþ u i q, à u i q íàçèâàþòüñÿ äîäàíêàìè; ÷èñëî u � q íàçèâà¹òüñÿ
äîáóòêîì u i q, à u i q íàçèâàþòüñÿ ñïiâìíîæíèêàìè.

Äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæóòü áóòè çà-
ñòîñîâàíi äî áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ
òàêi çàêîíè, äîâåäåííÿ ÿêèõ íåâàæêî îòðèìàòè ç âèçíà÷åíü äîäà-
âàííÿ i ìíîæåííÿ:

1. a� b � b� a (ïåðåñòàâíèé çàêîí, êîìóòàòèâíiñòü äîäà-

âàííÿ).
2. pa� bq � c � a� pb� cq (ñïîëó÷íèé çàêîí, àñîöiàòèâíiñòü

äîäàâàííÿ).
3. a � b � b � a (ïåðåñòàâíèé çàêîí, êîìóòàòèâíiñòü ìíî-

æåííÿ).
4. pa � bq � c � a � pb � cq (ñïîëó÷íèé çàêîí, àñîöiàòèâíiñòü

ìíîæåííÿ).
5. a � pb � cq � a � b � a � c (ðîçïîäiëüíèé çàêîí, äèñòðèáó-

òèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ).
Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåí-

íÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âîëîäiþòü òàêèìè äâîìà âëàñòèâîñòÿìè: ïî-
ïåðøå, âîíè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî áóäü ïàði ÷èñåë i, ïî-äðóãå,
ðåçóëüòàòîì ¨õ çàñòîñóâàííÿ çíîâó ¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Íà ìàòåìàòè÷íîìó ìîâi ïåðøå âëàñòèâiñòü áóäü îïåðàöi¨, äi-
þ÷î¨ íà äåÿêié ìíîæèíi M , òîáòî âëàñòèâiñòü, çãiäíî ç ÿêîþ îïå-
ðàöiþ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ìîæíà çàñòîñóâàòè äî áóäü-ÿêèõ åëåìåí-
òiâ ç M , íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ âñþäèâèçíà÷åíîñòþ (àáî ùå êàæóòü, ùî
ðîçãëÿäà¹ìà îïåðàöiÿ ¹ âñþäè âèçíà÷åíîþ íà M). ßêùî æ ïðè íà-
ÿâíîñòi âñþäèâèçíà÷åíîñòi â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ îïåðàöi¨ çà-
âæäè ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíò çM (äðóãà âëàñòèâiñòü),M íàçèâà¹òü-
ñÿ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ (çàìêíåíîþ ñóêóïíiñòþ) âiäíîñíî îïåðà-

öi¨ (ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ).
Âiäìiòèìî, ùî îïåðàöiÿ, ùî íå ¹ íà M âñþäè âèçíà÷åíîþ

íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ íà M .
ßêùî çíîâó çâåðíóòèñÿ äî N, òî ó öèõ òåðìiíàõ îòðèìó¹ìî,

ùî N ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ âiäíîñíî (âñþäè âèçíà÷åíèõ) îïåðà-
öié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

Ìîæíà ââåñòè îïåðàöi¨, îáåðíåíi äî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ:
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âiäíiìàííÿ ��� i äiëåííÿ �:�, ùî äàþòü ðåçóëüòàò ðiøåííÿ âiäïî-
âiäíèõ ðiâíÿíü â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ó ïåâíèõ, àëå íå â áóäü-ÿêèõ
âèïàäêàõ.

ßêùîm i n � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó,m ¥ n, x � çìiííà
i n� x � m � ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííî¨ x, òî éîãî ðiøåííÿ â íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñëàõ çàâæäè iñíó¹ i âîíî ¹äèíî. I öå ðiøåííÿ, çàïèñóâàíå
ó âèãëÿäi m� n, íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ ÷èñåë m i n i ¹ ðåçóëüòàòîì
îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ ��� (ùî âèêîíó¹òüñÿ çà ïðàâèëàìè çâè÷àéíîãî
âiäíiìàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë). Ïðè öüîìó, m íàçèâà¹òüñÿ çìåí-

øóâàíèì, à n � âiä'¹ìíèêîì.
Çàóâàæèìî, ùî ç âèçíà÷åííÿ ��� ñëiäó¹, ùî n � n � 0 äëÿ

áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.
Âiäíiìàííÿ m � n ìîæå áóòè âèêîíàíå òiëüêè òîäi, êîëè

m ¥ n, òîáòî âîíî ¹ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ îïåðàöi¹þ íà N. Íà-
ïðèêëàä, äëÿ ÷èñåë 2 i 5 îòðèìó¹ìî, ùî 5 � 2 � 3, àëå âiäñóòíÿ
(íàòóðàëüíà) ðiçíèöÿ 2� 5.

Çàóâàæèìî, ùî çíàê ��� áóäå äàëi çàâæäè ñëóæèòè äëÿ ïî-
çíà÷åííÿ îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ ÷èñåë (íå îáîâ'ÿçêîâî òiëüêè íàòó-
ðàëüíèõ).

Ùå âiäçíà÷èìî, ùî ç çàäàíîãî âèùå âïîðÿäêóâàííÿ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë çà çðîñòàííÿì i âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ ñëi-
äó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n, m ¤ n òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè n�m ¥ 0.

ßêùî m i n � íàòóðàëüíi ÷èñëà, x � çìiííà i n � x � m

� ðiâíÿííÿ âiäíîñíî x, òî ðiøåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ â íàòóðàëüíèõ
÷èñëàõ, ÿêùî âîíî iñíó¹, ïîçíà÷à¹òüñÿ m : n i íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîþ
÷èñåë m i n, îòðèìàíîþ ó ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ äiëåííÿ � :�.
Ïðè öüîìó, m íàçèâà¹òüñÿ êðàòíèì ÷èñëà n, à n � äiëüíèêîì ÷èñëà
m.

ßê i â âèïàäêó âiäíiìàííÿ, îïåðàöiÿ (íàòóðàëüíîãî) äiëåííÿ
¹ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ. Íàïðèêëàä, äëÿ ÷èñåë 12 i 4 îòðèìó¹ìî,
ùî 12 : 4 � 3, àëå íå iñíó¹ (íàòóðàëüíî¨) ÷àñòêè âiä äiëåííÿ 4 íà 12.

Ñêàçàíå âèùå ïîêàçó¹, ùî N íå ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ

âiäíîñíî îïåðàöié âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ.
Ââåäåìî ùå ïîíÿòòÿ (íàòóðàëüíîãî) ñòåïåíÿ íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.
Íåõàé m i n � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó, n ¥ 2. Òîäi äî-

12



áóòîê ÷èñëà m ñàìå íà ñåáå n ðàçiâ íàçèâà¹òüñÿ n-îþ ñòåïiíþ íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà m i ïîçíà÷à¹òüñÿ mn. Ïðè öüîìó m íàçèâà¹òüñÿ
îñíîâîþ ñòåïåíi, à n � ïîêàçíèêîì ñòåïåíi.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî çà âèçíà÷åííÿì m0 � 1 i m1 � m.
Ëåãêî äîâîäèòüñÿ (ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨), ùî

mn � mk � mpn�kq i pmnqk � mpn�kq äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ
m, n i k. Çâiäñè, âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ äiëåííÿ, ñëiäó¹,
ùî ó âèïàäêó, êîëè n ¥ k, ìîæíà âèêîíàòè (íàòóðàëüíå) äiëåí-
íÿ mn íà mk i, ïðè öüîìó mn : mk � mpn�kq. ßêùî æ n   k, òî
(íàòóðàëüíà) ÷àñòêà mn : mk íå iñíó¹.

Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ íàçè-
âàþòüñÿ àðèôìåòè÷íèìè.

Âèðàç (òîáòî ïîñëiäîâíiñòü äåÿêèõ ñèìâîëiâ) íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëîâèì, ÿêùî âií ñêëàäåíèé iç çíàêiâ àðèôìåòè÷íèõ äié, âêëþ-
÷àþ÷è ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ, çìiííèõ (iäåíòèôiêàòîðiâ) i ÷èñåë.
ßêùî â ÷èñëîâîìó âèðàçi âèêîíàòè âñi çàçíà÷åíi äi¨ äëÿ êîíêðåò-
íèõ çíà÷åíü óñiõ éîãî çìiííèõ, òî âèéäå ÷èñëî, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ
çíà÷åííÿì äàíîãî âèðàçó.

Ïðiîðèòåò àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié ó ÷èñëîâîìó âèðàçi òà-
êèé: ñïî÷àòêó âèêîíóþòüñÿ äi¨ â äóæêàõ; óñåðåäèíi äóæîê ñïî÷àòêó
âèêîíóþòü ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ, ïiñëÿ ÷îãî
äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ.

1.1.2 Äiëåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iç çàëèøêîì

Êàæóòü, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî n äiëèòüñÿ íà íàòóðàëüíå ÷èñëî m

iç çàëèøêîì r (r   m) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà k ÷èñëî n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi m � k � r

(òîáòî n � m�k�r). Ïðè öüîìó k íàçèâà¹òüñÿ (íåïîâíîþ) ÷àñòêîþ.
ßêùî ó âèçíà÷åííi äiëåííÿ iç çàëèøêîì r � 0, òî ãîâîðÿòü,

ùî n äiëèòüñÿ íà m áåç çàëèøêó i m ¹ äiëüíèêîì n (ïîð. ç âiäïî-
âiäíèìè âèçíà÷åííÿìè âèùå).

Äëÿ 0 îòðèìó¹ìî, ùî âií çàâæäè äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà
áóäü-ÿêå iíøå ÷èñëî, àëå íiÿêå äiëåííÿ íà 0, íàâiòü iç çàëèøêîì,
íåìîæëèâå, îñêiëüêè ó ôîðìóëi m � k � r ÷èñëî r ïîâèííî áóòè
ñòðîãî ìåíøå 0.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i
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m (m �� 0) çàâæäè ìîæíà âèêîíàòè îïåðàöiþ äiëåííÿ n íà m iç
çàëèøêîì i îäåðæóâàíi ïðè öüîìó íåïîâíà ÷àñòêà i çàëèøîê âèçíà-
÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì.

Ïðîñòèìè i öiêàâèìè íàñëiäêàìè öi¹¨ òåîðåìè ¹ ôàêòè ïðî
ïîäàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ó ðiçíèõ ôîðìàõ. Íàïðèêëàä, áóäü-ÿêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî ìà¹ îäèí iç òàêèõ âèäiâ: 2�n àáî 2�n�1 (íàñëiäîê
òîãî, ùî ïðè äiëåííi áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 2 ó çàëèøêó
ìîæå çàëèøàòèñÿ òiëüêè 0 àáî 1); 3�n, 3�n�1 àáî 3�n�2 (íàñëiäîê
òîãî, ùî ïðè äiëåííi áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 3 ó çàëèøêó
ìîæå çàëèøàòèñÿ òiëüêè 0, 1 àáî 2) i ò. ä., äå n � 0, 1, 2, . . .

1.1.3 Äåÿêà êëàñèôiêàöiÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

Áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, âiäìiííå âiä 0, çàâæäè äiëèòüñÿ áåç
çàëèøêó íà 1 i íà ñåáå.

Íàòóðàëüíå ÷èñëî n (n âiäìiííå âiä 0 è 1) íàçèâà¹òüñÿ ïðî-

ñòèì, ÿêùî n ìà¹ òiëüêè äâà ðiçíèõ äiëüíèêà, òîáòî êîëè n âiäìií-
íî 1 i äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó òiëüêè íà 1 i íà ñåáå. Â iíøèõ âèïàäêàõ
n íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäåíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

×èñëà 0 i 1 íå ¹, çà îçíà÷åííÿì, àíi ïðîñòèìè, àíi ñêëàäåíè-
ìè.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n ïðîñòå,
äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî âîíî íå äiëèòüñÿ íi íà îäíå ç ÷èñåë âiä 2

äî öiëî¨ ÷àñòèíè âiä êîðåíÿ êâàäðàòíîãî ç n âêëþ÷íî. Iíàêøå n �
ñêëàäåíå ÷èñëî.

×èñëî íàçèâà¹òüñÿ ïàðíèì, ÿêùî âîíî äiëèòüñÿ íà 2 áåç çà-
ëèøêó. Iíàêøå öå ÷èñëà íàçèâà¹òüñÿ íåïàðíèì. Òàê, 1 ¹ íåïàðíèì
÷èñëîì, à 0 � ïàðíèì.

Áóäü-ÿêå íåïàðíå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä 2 �m� 1, ïàðíå � 2 �m
(m � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî). Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äiëåííÿ iç
çàëèøêîì íà 2 (òà é íà áóäü-ÿêå iíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî) çàâæäè
ìîæíà âèêîíàòè, i òiëüêè ¹äèíèì ÷èíîì (äèâ. âèùå).

Ïðèïóñòiìî, ùî ìè õî÷åìî çíàéòè âñi ïðîñòi ÷èñëà âiä 2 äî n.
Äàâíüîãðåöüêèé ìàòåìàòèê Åðàòîñôåí çàïðîïîíóâàâ òàêèé ìåòîä,
ÿêèé íèíi íîñèòü éîãî iì'ÿ (ìåòîä Åðàòîñôåíà).

Âèïèøåìî â ðÿäîê óñi ÷èñëà âiä 2 äî n i âèêðåñëèìî êîæíå
äðóãå ÷èñëî ç íàñòóïíèõ çà ÷èñëîì 2 � âñi âîíè ñêëàäåíi, îñêiëüêè
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êðàòíi ÷èñëó 2. Ïåðøå ç ðåøòè íåâèêðåñëåíèõ ÷èñåë � 3 ¹ ïðîñòèì.
Âèêðåñëèìî êîæíå òðåò¹ ÷èñëî ç íàñòóïíèõ çà ÷èñëîì 3; íàñòóïíå ç
íåâèêðåñëåíèõ ÷èñåë � 5 òàêîæ áóäå ïðîñòèì. Çà òèì ñàìèì ïðèí-
öèïîì âèêðåñëèìî êîæíå ï'ÿòå ÷èñëî ç íàñòóïíèõ çà ÷èñëîì 5 i
âçàãàëi êîæíå k-òå ç íàñòóïíèõ çà ÷èñëîì k. Óñi ÷èñëà, ùî çàëèøè-
ëèñÿ íåâèêðåñëåíèìè, áóäóòü ïðîñòèìè.

Òâåðäæåííÿ 1.2. Ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííî áàãàòî.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèâíå, òîáòî ùî ¨õ ñêií÷åííà

êiëüêiñòü i íåõàé u1, . . . , uk � âñi ïðîñòi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî
u1� . . .�uk�1. Öå ÷èñëî âiäìiííî âiä áóäü-ÿêîãî ç ÷èñåë iç u1, . . . , uk
i âîíî, âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ, ïîâèííî áóòè ñêëàäåíèì, òîáòî äi-
ëèòèñÿ áåç çàëèøêó õî÷à á íà îäíå ç ÷èñåë u1, . . . , uk. Àëå, ÷åðåç
âèáið öüîãî ÷èñëà, ïðè éîãî äiëåííi íà áóäü-ÿêå ç ÷èñåë u1, . . . , uk
çàâæäè âèõîäèòü çàëèøîê, ðiâíèé 1. Òîáòî ñåðåä u1, . . . , uk íåìà¹
÷èñëà, íà ÿêå âîíî äiëèëîñÿ á áåç çàëèøêó. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ
ç ïðèïóùåííÿì. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Ïðîñòi ÷èñëà âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ ìàòåìà-
òè÷íèõ ïîáóäîâàõ. Òóò ìè âiäçíà÷èìî òiëüêè îäèí iç îñíîâíèõ ôàê-
òiâ ùîäî íèõ, ÿêèé ìà¹ íàçâó îñíîâíî¨ òåîðåìè àðèôìåòèêè, ùî ìî-
æå áóòè âèêîðèñòàíà, íàïðèêëàä, äëÿ îáãðóíòóâàííÿ ïåâíèõ âëà-
ñòèâîñòåé îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Òâåðäæåííÿ 1.3 (îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè). Áóäü-ÿêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî n ìîæå áóòè ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàíî ó âèãëÿäi âè-
ðàçó p1�p2�. . .�pr, äå p1, p2, . . . , pr � ïðîñòi ÷èñëà i p1 ¤ p2 ¤. . .¤ pr.

1.1.4 Ñïiëüíèé äiëüíèê

Ñïiëüíèì äiëüíèêîì êiëüêîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ íà-
òóðàëüíå ÷èñëî, ùî äiëèòü áåç çàëèøêó êîæíå ç íèõ. Ñåðåä óñiõ
äiëüíèêiâ çàâæäè ¹ íàéáiëüøèé. Òàêèé äiëüíèê íàçèâà¹òüñÿ íàé-

áiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÍÑÄ. Òàê, íàïðèêëàä,
÷èñëà 16, 24, 32 ìàþòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê � ÷èñëî 8. Öåé
ôàêò êîðîòêî çàïèñó¹òüñÿ òàê: ÍÑÄ p16, 24, 32q � 8. ßêùî äàíi ÷èñ-
ëà íåâåëèêi, òî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìîæíà ëåãêî âãàäàòè.
ßêùî æ äàíî âåëèêi ÷èñëà, òî ÍÑÄ ìîæíà çíàéòè ðîçêëàäàííÿì
÷èñåë íà ïðîñòi ìíîæíèêè i âèïèñóâàííÿì òèõ ìíîæíèêiâ, ÿêi âõî-
äÿòü â óñi äàíi ÷èñëà. Ïiñëÿ ÷îãî ïîòðiáíî ïðîâåñòè ¨õ ìíîæåííÿ.
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Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò i áóäå ÍÑÄ.
ßêùî ÍÑÄ(a, bq äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 1, òî a

òà b íàçèâàþòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Öÿ âëàñòèâiñòü íå çàëåæèòü âiä
òîãî, ÷è ïðîñòi ÷èñëà a òà b. Íàïðèêëàä, íi 6, íi 35 íå ¹ ïðîñòèìè,
îñêiëüêè ¨õ ìîæíà ðîçêëàñòè íà äîáóòêè 6 � 2 � 3 òà 35 � 5 � 7.
Îäíàê, 6 òà 35 âçà¹ìíî ïðîñòi. Æîäíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, îêðiì 1,
íå äiëèòü âîäíî÷àñ 6 òà 35, îñêiëüêè ó íèõ íåìà ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ.

Íåõàé g � ÍÑÄpa, bq. Îñêiëüêè a òà b ¹ äîáóòêàìè g, ¨õ ìîæ-
íà çàïèñàòè ÿê a � m � g òà b � n � g, i íå iñíó¹ ÷èñëà áiëüøîãî
çà g ç òàêîþ æ âëàñòèâiñòþ. Íàòóðàëüíi ÷èñëà m òà n ìàþòü áóòè
âçà¹ìíî ïðîñòèìè, îñêiëüêè iíàêøå iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìîæå
áóòè âèäiëåíèé ç m òà n, ùî âåäå äî çáiëüøåííÿ g. Òàêèì ÷èíîì,
áóäü-ÿêå ÷èñëî, ùî äiëèòü a òà b, ïîâèííå äiëèòè i g. Ìà¹ìî, ùî
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê g ÷èñåë a òà b ìîæå áóòè âèçíà-

÷åíèé ÿê ñïiëüíèé äiëüíèê, ÿêèé ìîæíà ïîäiëèòè iíøèì ñïiëüíèì
äiëüíèêîì.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà, ÿê ïðàâè-
ëî, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàê çâàíèé àëãîðèòì Åâêëiäà (àáî åâêëiäiâ
àëãîðèòì), íàçâàíèé íà ÷åñòü ãðåöüêîãî ìàòåìàòèêà Åâêëiäà.

Àëãîðèòì Åâêëiäà ìà¹ áàãàòî çàñòîñóâàíü íà ïðàêòèöi òà â
òåîði¨. Ç éîãî äîïîìîãîþ ìîæíà çãåíåðóâàòè ïðàêòè÷íî âñi íàé-
âàæëèâiøi ìóçè÷íi ðèòìè ðiçíèõ êóëüòóð ó âñüîìó ñâiòi. Àëãîðèòì
Åâêëiäà âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü â àëãîðèòìi RSA, ïîøèðåíîìó ìåòî-
äi êðèïòîãðàôi¨ ç âiäêðèòèì êëþ÷åì. Éîãî òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, ÷èñåë, ùî
çàäîâîëüíÿþòü êiëüêîì óìîâàì (äèâ. òàê çâàíó �Êèòàéñüêó òåîðå-
ìó ïðî çàëèøêè�), àáî ïîøóêó çâîðîòíiõ ÷èñåë â ñêií÷åííîìó ïîëi.
Àëãîðèòì Åâêëiäà òàêîæ çàñòîñîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ ó ìåòîäi Øòóðìà äëÿ ïîøóêó äiéñíèõ êîðåíiâ ïîëiíîìà òà â
ñó÷àñíèõ ìåòîäàõ ôàêòîðèçàöi¨ öiëèõ ÷èñåë. Çðåøòîþ, âií âèñòóïà¹
ïðîñòèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì â òåîði¨ ÷èñåë, òàêèõ,
ÿê òåîðåìà Ëàãðàíæà ïðî ÷îòèðè êâàäðàòà òà îñíîâíî¨ òåîðåìè
àðèôìåòèêè.

Àëãîðèòì Åâêëiäà iòåðàòèâíèé. Ïîøóê ÍÑÄ âiäáóâà¹òüñÿ â
äåêiëüêà êðîêiâ.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ÍÑÄ(a, b), äå a i b � íàòóðàëüíi ÷èñëà
òà a ¥ b, íà 0-ìó êðîöi çíàõîäÿòü çàëèøîê r0 âiä äiëåííÿ a íà
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b. Íà 1-ìó êðîöi çíàõîäÿòü çàëèøîê r1 âiä äiëåííÿ b íà r0. Íà 2-
ìó êðîöi çíàõîäÿòü çàëèøîê r2 âiä äiëåííÿ r0 íà r1. I òàê äàëi.
Îñêiëüêè çàëèøêè çìåíøóþòüñÿ íà êîæíîìó êðîöi, àëå íå ìîæóòü
áóòè âiä'¹ìíèìè, öþ îïåðàöiþ âèêîíóþòü äîòè, ïîêè íà äåÿêîìó n-
ìó êðîöi íå îòðèìóþòü çàëèøîê 0. Íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì
¹ îñòàííÿ íå íóëüîâîé çàëèøîê rn�1. Êiëüêiñòü êðîêiâ â àëãîðèòìi
ñêií÷åííà, îñêiëüêè iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü öiëèõ ÷èñåë ìiæ
ïî÷àòêîâèì çàëèøêîì r0 òà íóëåì.

Áiëüø ôîðìàëüíî. Íåõàé a i b � íàòóðàëüíi ÷èñëà òà a ¥ b.
Òîäi àëãîðèòì Åâêëiäà ìîæå áóòè çàäàíèé ó òàêîìó âèãëÿäi.

a � q0 � b� r0, äå r0   b (0-èé êðîê);
b � q1 � r0 � r1, äå r1   r0 (1-èé êðîê);
r0 � q2 � r1 � r2, äå r2   r1 (2-èé êðîê);
. . .

rn�3 � qn�1 � rn�2 � rn�1, äå rn�1   rn�2 (pn� 1q-èé êðîê);
rn�2 � qn � rn�1 � 0 (n-èé êðîê).
Ïðàâèëüíiñòü àëãîðèòìó Åâêëiäà ìîæíà äîâåñòè â äâà åòà-

ïè. Ñïî÷àòêó äîâîäèòüñÿ, ùî rn�1 äiéñíî ¹ äiëüíèêîì a òà b, à ïîòiì
� ùî öå ¹ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê.

1.1.5 Ñïiëüíå êðàòíå

Ïîäâiéíèì, â äåÿêîìó ñåíñi, ïîíÿòòÿì äî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ¹ ïî-
íÿòòÿ ñïiëüíîãî êðàòíîãî.

Ñïiëüíèì êðàòíèì êiëüêîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ
íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà êîæíå ç öèõ ÷èñåë.
Íàïðèêëàä, ÷èñëà 14, 18, 7 ìàþòü ñïiëüíå êðàòíå ÷èñëî 252, ïðîòå
÷èñëî 126 òåæ ¹ ñïiëüíèì êðàòíèì öèõ ÷èñåë. Ñåðåä âñiõ ñïiëüíèõ
êðàòíèõ çàâæäè ¹ íàéìåíøå, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ñïiëü-

íèì êðàòíèì (ïîçíà÷à¹òüñÿ ÍÑÊ). Ó íàøîìó ïðèêëàäi íàéìåíøèì
ñïiëüíèì êðàòíèì ïåðåðàõîâàíèõ ÷èñåë áóäå ÷èñëî 126. Êîðîòêî
öåé ôàêò çàïèñó¹òüñÿ òàê: ÍÑÊ p14, 18, 7q � 126.

ßêùî ÷èñëà íåâåëèêi, òî íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ìîæíà
ëåãêî âãàäàòè. ßêùî æ äàíî âåëèêi ÷èñëà, òî ÍÑÊ ìîæíà çíàé-
òè ðîçêëàäàííÿì ÷èñåë íà ïðîñòi ìíîæíèêè i âèïèñóâàííÿì òèõ
ìíîæíèêiâ, ÿêi âõîäÿòü õî÷à á â îäíå ç äàíèõ ÷èñåë. Ïiñëÿ öüîãî
êîæåí òàêèé ìíîæíèê ïîòðiáíî âçÿòè ç íàéáiëüøèì ïîêàçíèêîì, ç
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ÿêèì âií âõîäèòü â óñi äàíi ÷èñëà, à ïîòiì ñëiä ïðîâåñòè ìíîæåííÿ
ìíîæíèêiâ ç íàéáiëüøèìè ïîêàçíèêàìè.

Ìè çàëèøà¹ìî îñòîðîíü ïîäàëüøå âèâ÷åííÿ òåîði¨ (íàòó-
ðàëüíèõ) ÷èñåë, çàçíà÷àþ÷è íàñàìêiíåöü, ùî ìiæ ÍÑÊ òà ÍÑÄ
iñíó¹ òàêèé çâ'ÿçîê:

a � b = ÍÑÊ pa, bq� ÍÑÄ pa, bq,
ÿêèé óçàãàëüíþ¹òüñÿ ó ðàçi áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

1.2 Öiëi ÷èñëà òà îïåðàöi¨ íàä íèìè

Ñïðîáà äîìîãòèñÿ òîãî, ùîá îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ áóëà âèçíà÷åíà
äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè òàê çâàíèõ
âiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæóòü áóòè ââåäåíi â òàêèé ñïîñiá.

Íàòóðàëüíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì öiëèì ÷èñëîì.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

iñíó¹ ¹äèíå âiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ (-n), äëÿ ÿêîãî
ìà¹ ìiñöå: n�(-n) � (-n)�n � 0 i 0�(-n) � (-nq � 0 � p-n). (Òóò
ïðåôiêñíèé çíàê �-� ñëóæèòü äëÿ ïîçíà÷åííÿ òàê çâàíîãî óíàðíîãî
ìiíóñà.)

Ïðè öüîìó äîçâîëèìî ïðèïèñóâàòè óíàðíèé ìiíóñ �-� i äî
âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, ââàæàþ÷è, ùî (-(-n))� n.

Ñóêóïíiñòü óñiõ äîäàòíèõ òà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë . . . , -2,
-1, 0, 1, 2, . . . ïîçíà÷à¹òüñÿ Z.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî âñi öiëi ÷èñëà ñòðîãî âïîðÿäêîâàíi çà çðîñ-
òàííÿì íàñòóïíèì ïðèðîäíèì ÷èíîì: . . .   -2   -1   0   1   2

  . . ..
Äëÿ öiëèõ ÷èñåë m è n ìû ïèøåìî n ¤ m òà êàæåìî, ùî �n

ìåíøå àáî ðiâíî m�, òîäi è òiëüêè òîäi, êîëè n � m àáî n   m.
ßêùî z � öiëå ÷èñëî, òî (-z) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì, ïðîòè-

ëåæíèì äî z.
Îïåðàöiþ äîäàâàííÿ ���, ÿêà âèçíà÷åíà äëÿ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, ïîøèðþ¹òüñÿ íà ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë íàñòóïíèì ÷èíîì (â
ïðèïóùåííi, ùî âîíà, çà âèçíà÷åííÿì, ¹ êîìóòàòèâíîþ òà àñîöià-
òèâíîþ).

Íåõàé n i m � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà i n ¤ m. Òîäi îïåðàöiÿ
� äëÿ äîäàòíèõ i âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë âèçíà÷à¹òüñÿ ó âiäïîâiäíî-
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ñòi ç íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè, ùî îõîïëþþòü âñi âèïàäêè äîäàâàííÿ
öiëèõ ÷èñåë:

(1) n � m âèêîíó¹òüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi ç íàâåäåíèì ðàíiøå
iíäóêòèâíèì âèçíà÷åííÿì îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

(2) (-nq � p-mq � p-pn�mq);
(3) (-nq �m � m� p-nq � m� n (äå `�"¹ çíàê, ââåäåíèé äëÿ

ïîçíà÷åííÿ âiäíiìàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i, çíà÷èòü,m�p-mq � 0q;
(4) n � (-mq � p-mq � n � p-pm� nqq,

äå ��� ¹ îïåðàöi¹þ âiäíiìàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà â (3) i (4)
ìîæå áóòè âèêîíàíà çàâäÿêè òîìó, ùî n ¤ m.

ßêùî çâåðíóòèñÿ äî âèçíà÷åííÿ ÷èñëà (-n), òî ìîæíà ñêà-
çàòè, ùî âîíî áóëî ââåäåíî äëÿ òîãî, ùîá äîçâîëèòè éîìó áóòè
(¹äèíèì) êîðåíåì ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ n � x � 0 ó ïðèïóùåííi, ùî
öå ðiâíÿííÿ ìà¹ çàâæäè ìàòè ðiøåííÿ âiäíîñíî çìiííî¨ x äëÿ áóäü-
ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ n� x � m, äå n i m � öiëi ÷èñëà. Äëÿ
íüîãî ìà¹ìî n� p-nq � x � m� p-nq, òîáòî x � m� p-nq ¹ (¹äèíèì)
ðiøåííÿì ðîçãëÿíóòîãî ðiâíÿííÿ, i öå ðiøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiçíè-

öåþ öiëèõ ÷èñåë n i m, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ m � n, äå m íàçèâà¹òüñÿ
çìåíøóâàíèì, à n � âiä'¹ìíèêîì ÷èñëîì.

Òàêå âèçíà÷åííÿ ðiçíèöi ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî îïåðàöiÿ

âiäíiìàííÿ ‘�”, ââåäåíà âèùå äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ïîøèðþ¹òü-
ñÿ íà âèïàäîê áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë n i m çãiäíî ç ôîðìóëîþ
m�n � m�p-nq. Ïðè öüîìó ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ íàñòóïíi ïðàâèëà
âíåñåííÿ çíàêà âiäíiìàííÿ âñåðåäèíó äóæîê:

(-pm� nqq � p-pn�mqq � p-m� n � p-nq �m,
(-pm� nqq � p-mq � n.
Òîáòî ìè îòðèìó¹ìî âñi äîáðå âiäîìi ç øêiëüíîãî êóðñó ìà-

òåìàòèêè ïðàâèëà âíåñåííÿ çíàêà âiäíiìàííÿ âñåðåäèíó äóæîê. À
ÿêùî ùå âðàõóâàòè, ùî (-p-nqq � n, òî áåç âèíèêíåííÿ áóäü-ÿêî¨
äâîçíà÷íîñòi â óñiõ âæå íàâåäåíèõ ôîðìóëàõ i áóäü-ÿêèõ iíøèõ,
ÿêi ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ, ìè ìîæåìî óíàðíèé ìiíóñ �-� çàìiíèòè çíà-
êîì ���, âèêîðèñòîâóâàíèì ó âèçíà÷åííi îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ öiëèõ
÷èñåë, òîáòî ïðèéòè äî çâè÷àéíîãî çàïèñó ïðàâèë âíåñåííÿ çíàêà
�ìiíóñ� óñåðåäèíó äóæîê.

Îòæå ìà¹ìî, ùî ñóêóïíiñòü öiëèõ ÷èñåë Z çàìêíåíà âiäíîñíî

îïåðàöié äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ.
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ßê i ó âèïàäêó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ¹ íàñòóïíèé çâ'ÿçîê çàäà-
íîãî âïîðÿäêóâàííÿ öiëèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ âiäíiìàííÿ: äëÿ áóäü-
ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë p i q, p ¤ q òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q � p ¥ 0.

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ ïîøèðåííÿ ââåäåíî¨ âèùå îïåðàöi¨ ìíî-
æåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ��� íà ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë, òî ¨¨ ìîæíà
çàäàòè íàñòóïíèì ÷èíîì ÷åðåç íàòóðàëüíi ÷èñëà m i n:

(1) n�m îá÷èñëþ¹òüñÿ çãiäíî ç íàâåäåíèì âèùå iíäóêòèâíèì
âèçíà÷åííÿì îïåðàöi¨ � äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

(2) (-nq � p-mq � pn �mq;
(3) (-nq �m � m � p-nq � p-pm � nqq.
Çâiäñè íåâàæêî âèâîäÿòüñÿ êîìóòàòèâíiñòü òà àñîöiàòèâ-

íiñòü ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë, à òàêîæ äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ
âiäíîñíî äîäàâàííÿ.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà z ìàþòü ìiñöå
òàêi ðiâíîñòi: 0 � z � z � 0 � 0 òà 1 � z � z � 1 � z.

Ìè ìà¹ìî, ùî ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë ¹ âñþäè ïåâíîþ îïåðà-

öi¹þ i ùî Z ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ.
Àëå, ÿê i ó âèïàäêó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, íå ìîæíà ââåñòè

îïåðàöiþ äiëåííÿ öiëèõ ÷èñåë áåç çàëèøêó, ÿêà çàâæäè äàâàëà öi-
ëî÷èñåëüíèé ðåçóëüòàò, îñêiëüêè ëåãêî ïiäiáðàòè öiëi u i q (íàïðè-
êëàä, 2 i 3), òàêi, ùî ðiâíÿííÿ u � q � z íå ìà¹ ðiøåííÿ âiäíîñíî
çìiííî¨ z â öiëèõ ÷èñëàõ.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñóêóïíiñòü öiëèõ ÷èñåë íå çàìêíóòà âiäíîñíî
îïåðàöi¨ äiëåííÿ, ùî ïðèâîäèòü äî çàäà÷i ðîçøèðåííÿ ïîíÿòòÿ öi-
ëîãî ÷èñëà òàêèì ÷èíîì, ùîá òàêi ðiâíÿííÿ âèðiøóâàëèñÿ ïðè áóäü-
ÿêèõ öiëèõ u i q (q �� 0). (Öüîìó ïðèñâÿ÷åíèé íàñòóïíèé ðîçäië.)

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ äiëåííÿ iç çàëèøêîì, òî öÿ îïåðàöiÿ, óñþäè
ïåâíà äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ëåãêî ïåðåíîñèòüñÿ íà öiëi ÷èñëà çi
çáåðåæåííÿì óñiõ âëàñòèâîñòåé.

Ìîäóëåì öiëîãî ÷èñëà z, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ |z|, ¹ z, êîëè z
¹ íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, i ïðîòèëåæíå éîìó (äîäàòíå) ÷èñëî -z, êîëè z
íåãàòèâíî.

Öiëå ÷èñëî z äiëèòüñÿ iç çàëèøêîì íà öiëå ÷èñëî q (q � 0)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë u i r, ÷èñëî z ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi q � u � r i äëÿ r ìà¹ ìiñöå: 0 ¤ r   |q|. Ïðè
öüîìó u íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ÷àñòêîþ, q � äiëüíèêîì z, à r �
çàëèøêîì âiä äiëåííÿ z íà q.
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Äiëåííÿ iç çàëèøêîì çàâæäè çäiéñíèìî i îäíîçíà÷íî, òîáòî
ïðè âèêîíàííi äiëåííÿ iç çàëèøêîì öiëîãî ÷èñëà z íà öiëå ÷èñëî q
(q � 0) íåïîâíà ÷àñòêà u i çàëèøîê r çàâæäè iñíóþòü i ¹äèíi.

Çâåðòà¹ìî óâàãó íà äåÿêi îñîáëèâîñòi äiëåííÿ iç çàëèøêîì
öiëèõ ÷èñåë, êîëè õî÷à á îäíå ç íèõ � âiä'¹ìíå ÷èñëî.

Òàê, íàïðèêëàä, ïðè âèêîíàííi äiëåííÿ iç çàëèøêîì öiëîãî
÷èñëà -5 íà öiëå ÷èñëî 2 îòðèìó¹ìî íåïîâíó ÷àñòêó, ðiâíó -3, i çàëè-
øîê, ùî äîðiâíþ¹ 1 (-5 � 2�p -3q�1); ïðè äiëåííi iç çàëèøêîì ÷èñëà
-5 íà ÷èñëî -2 îòðèìó¹ìî ÷àñòêó, ðiâíó 3, i çàëèøîê, ùî äîðiâíþ¹ 1
(-5 � p-2q � 3 � 1); ïðè äiëåííi 5 íà -2 îòðèìó¹ìî íåïîâíó ÷àñòêó,
ùî äîðiâíþ¹ -2, i çàëèøîê, ùî äîðiâíþ¹ 1 (5 � (-2q � p-2q� 1) (â òîé
æå ÷àñ, ïðè äiëåííi 5 íà 2 îòðèìó¹ìî íåïîâíó ÷àñòêó, ùî äîðiâíþ¹
2, i çàëèøîê, ùî äîðiâíþ¹ 1 (5 � 2 � 2� 1)).

ßê i âèïàäêó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ïiäíåñåííÿì äî n-ãî ñòå-

ïåíÿ öiëîãî ÷èñëà z (n � íàòóðàëüíå ÷èñëî i n ¥ 2) íàçèâà¹òüñÿ
n-êðàòíå ìíîæåííÿ öiëîãî ÷èñëà z ñàìî íà ñåáå, ðåçóëüòàò ÿêîãî
ïîçíà÷à¹òüñÿ zn òà íàçèâà¹òüñÿ ñòåïiíþ öiëîãî ÷èñëà z. Ïðè öüî-
ìó z íàçèâà¹òüñÿ îñíîâîþ ñòåïåíi, à n � ïîêàçíèêîì ñòåïåíi. Çà
âèçíà÷åííÿì ââàæà¹ìî, ùî z0 � 1 i z1 � z.

Î÷åâèäíî, ùî zn�zk � zpn�kq i pznqk � zpn�kq äëÿ áóäü-ÿêîãî
öiëîãî z i íàòóðàëüíèõ n i k. Çâiäñè, âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨
äiëåííÿ, ñëiäêó¹, ùî â ðàçi, êîëè n ¥ k, ìîæíà âèêîíàòè (öiëî÷è-
ñåëüíå) äiëåííÿ áåç çàëèøêó zn íà zk i, ïðè öüîìó, zn : mk � zpn�kq.
ßêùî æ n   k, òî âèêîíàòè äiëåííÿ áåç çàëèøêó zn íà zk íåìîæ-
ëèâî.

1.3 Ðàöiîíàëüíi ÷èñëà òà îïåðàöi¨ íàä íèìè

Ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ âèðàç âèäó m{n, äå m P Z i
n P N� (òîáòî n �� 0). Ïðè öüîìó m íàçèâà¹òüñÿ éîãî ÷èñåëüíè-

êîì, à n � çíàìåííèêîì.
Öå âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæà¹ çâè÷àéíå ïîíÿòòÿ äðîáîâîãî ÷èñ-

ëà, ïðè âèêîðèñòàííi ÿêîãî òàêi äðîáè, ÿê, íàïðèêëàä, 1{2 i 5{10

ñïiâïàäàþòü. Òîìó ìè ïîâèííi âiäîáðàçèòè öåé ôàêò ó âèãëÿäi âiä-
ïîâiäíîãî ðiøåííÿ.

ßêùî äåÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî îòðèìó¹òüñÿ iç çàäàíîãî ðà-
öiîíàëüíîãî ÷èñëà çà äîïîìîãîþ ïîäiëó éîãî ÷èñåëüíèêà i çíàìåí-
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íèêà íà ¨õ ïåâíèé ñïiëüíèé ìíîæíèê (àáî, ÿê çàçâè÷àé êàæóòü, çà
äîïîìîãîþ ñêîðî÷åííÿ äðîáó íà ñïiëüíèé ìíîæíèê), òî òàêi ðàöiî-
íàëüíi ÷èñëà, i òiëüêè âîíè, íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè.

Àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, äâà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëà m{n i p{q
(n �� 0, q �� 0) ¹ ðiâíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m � q � n � p.

ßêùî ïåðåä m (m �� 0) ó âèçíà÷åííi ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà
ñòî¨òü óíàðíèé ìiíóñ �-�, òî òàêå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì; iíàê-
øå âiíî íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì i ó öüîìó âèïàäêó çàìiñòü m iíîäi
ïèøóòü �m äëÿ òîãî, ùîá ïiäêðåñëèòè, ùî m � ïîçèòèâíå ÷èñëî.

Ìíîæèíà óñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ Q. Âîíà
âïîðÿäêîâó¹òüñÿ çà çðîñòàííÿì ÷åðåç ïîðÿäîê, çàäàíèé íà ìíî-
æèíi öiëèõ ÷èñåë Z, íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ áóäü-ÿêèõ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë m{n i p{g, m{n ¤ p{g òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè m � q ¤ p � n
(î÷åâèäíî, ùî m � q i p � n ÿâëÿþòü ñîáîþ öiëi ÷èñëà).

Ç öüîãî âèçíà÷åííÿ âïîðÿäêóâàííÿ âèïëèâà¹, ùî ïîðiâíÿí-
íèìè ¹ áóäü-ÿêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, i ùî âîíî ïåðåáóâà¹ â ïîâíié
âiäïîâiäíîñòi ç âïîðÿäêóâàííÿì öiëèõ (i íàòóðàëüíèõ) ÷èñåë, íàâå-
äåíîìó ó ðîçäiëi ïðî öiëèõ ÷èñëàõ.

Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çàäà-
þòüñÿ çà äîïîìîãîþ âæå ââåäåíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
öiëèõ ÷èñåë íàñòóïíèì ÷èíîì.

Âèïàäîê, êîëè n � 1, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê iíøà çàïèñ âæå ââå-
äåíèõ öiëèõ ÷èñåë Z. ßêùî æ ïðè öüîìóm P N, òî îòðèìó¹ìî i iíøå
ïîäàííÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íàä ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè
çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âæå ââåäåíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ öiëèõ ÷èñåë òàêèì ÷èíîì.

Íåõàé m{n i u{q � äâà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëà.

Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ: m{n� u{q � pm � q � n � uq{pn � qq.
Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ: m{n � u{q � pm � uq{pn � qq.
Â îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ m{n i u{q íàçèâàþòüñÿ äîäàíêàìè, à

m{n�u{q � ¨õ ñóìîþ. Â îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ m{n i u{q íàçèâàþòüñÿ
ñïiâìíîæíèêàìè, à pm{nq � pu{qq � ¨õ äîáóòêîì.

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî íàâåäåíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çàäîâîëüíÿþòü çàêîíàì êîìóòàòèâíîñòi,
àñîöiàòèâíîñòi òà äèñòðèáóòèâíîñòi ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ.
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Âîíè òàêîæ çáiãàþòüñÿ çi ñâî¨ìè àíàëîãàìè äëÿ öiëèõ i íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë ó ïðèïóùåííi, ùî u ¹ ñêîðî÷åííÿì çàïèñó u{1 ó âèïàäêó,
êîëè u ¹ öiëèì (íàòóðàëüíèì) ÷èñëîì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, ó âñiõ çà-
ïèñàõ, ùî ìiñòÿòü u{1, âèðàç u{1 çàçâè÷àé çàìiíþ¹òüñÿ âèðàçîì u.
Òàê, u{1 � v{1 i u{1 � v{1 çàçâè÷àé çàïèñóþòüñÿ ÿê u � v i u � v (v
� òàêîæ öiëå ÷èñëî); ïðè öüîìó, 0{n çàâæäè çàïèñó¹òüñÿ ÿê 0, à
n{n � ÿê 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n �� 0, ÿêi ¹ (çâè÷àéíèìè)
íóëåì i îäèíèöåþ â Q: 0� p{q � p{q � 0 � p{q, 0 � p{q � p{q � 0 � 0

òà 1 � pp{qq � pp{qq � 1 � p{q.
Çi ñêàçàíîãî âèùå îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà Q ¹ çàìêíåíîþ

âiäíîñíî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
Âiäíîñíî äîäàâàííÿ òàêîæ âiäçíà÷èìî ùå òàêèé ôàêò.
Îñêiëüêè äîáóòîê äâîõ öiëèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ íàé-

áiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà íà íàéìåíø ñïiëüíå êðàòíå, òî, âè-
õîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, îòðèìó¹ìî, ùî
îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ äâîõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë m{n i u{q ìîæå áóòè
çàäàíà òàêèì (åêâiâàëåíòíèì) ÷èíîì.

Íåõàé d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë n i q, k � ¨õ
íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå, à n1 i q1 � òàêi öiëi ÷èñëà, ùî n � n1 � d i
q � q1 � d (òîáòî, n1 i q1 � òàê çâàíi äîäàòêîâi ñïiâìíîæíèêè). Òîäi
ñóìîþ öèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ÿêå îá÷èñëþ¹òüñÿ çà òàêîþ
ôîðìóëîþ:

m{n� u{q � pm � q1 � n1 � uq{k.
ßêùîm{n ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, òî ïðîòèëåæíèì äî íüî-

ãî, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ (-(m/n)), íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî (-m)/n, äå (-m) �
öiëå ÷èñëî, ïðîòèëåæíå äî m.

×èñëà âèãëÿäó -(m/n) ïðè m ¥ 0 òà n ¡ 0 íàçèâàþòüñÿ
âiä'¹ìíèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. (Ïðè n � 1 öå âèçíà÷åííÿ �
ïîâòîðþ¹ � ââåäåíå ðàíiøå âèçíà÷åííÿ âiä'¹ìíèìèõ öiëèõ ÷èñåë.)

Ìîäóëåì ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà p{q, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ |p{q|, ¹
p{q, êîëè p{q ¹ íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, i ïðîòèëåæíå éîìó (äîäàòíå) ÷èñëî
p�pq{q, êîëè p{q � âiä'¹ìíå.

Îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ââîäèòüñÿ òèì æå
ñïîñîáîì, ùî áóâ âèêîðèñòàíèé ó ðàçi öiëèõ ÷èñåë, òîáòî, ÷åðåç
ðiøåííÿ ðiâíÿííÿ m{n�x � p{q, äå m{n i p{q � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà,
à x � çìiííà.

Î÷åâèäíî, ùî x � p{q � p-mq{n � pp � n � p-mq � qq{pq � nq ¹
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éîãî (¹äèíèì) ðiøåííÿì. ×èñëî (-mq�q ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
÷èñëà (-pm�qq), ùî ¹ ïðîòèëåæíèì äî öiëîãî m�q. Òîáòî, pp�n�p-
mq � qq ÿâëÿ¹ ñîáîþ öiëî÷èñåëüíó ðiçíèöþ p � n�m � q ç îïåðàöi¹þ
(çâè÷àéíîãî) âiäíiìàííÿ ��� äëÿ öiëèõ ÷èñåë.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ìè âèçíà÷èìî îïåðàöiþ âiäíiìàí-

íÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë m{n i p{q ÷åðåç (çâè÷àéíå) âiäíiìàííÿ öiëèõ
÷èñåë çà (øêiëüíîþ) ôîðìóëîþ p{q�m{n �pp�n�m� qq{pq �nq, òî
öÿ ðiçíèöÿ áóäå çáiãàòèñÿ ç pp � n� p-mq � qq{pq � nq, ùî i îá ðóíòî-
âó¹ êîðåêòíiñòü ââåäåíîãî âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ ��� äëÿ
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó ëåãêî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ¹ ñïðàâåä-
ëèâèìè íàñòóïíi òîòîæíîñòi:

(-pm{n � p{qqq � p-pp{q � m{nqq � p-pm{nqq � p{q � p-
p{qq �m{n,

(-pm{n� p{qqq � p-m{nq � p{q,
(-(-pm{nqqq � m{n.
Òîáòî ìè ìîæåìî ïðåôiêñíèé çíàê �-� çàìiíèòè çíàêîì ���,

ââåäåíèì äëÿ ïîçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
òîáòî ïåðåéòè äî çâè÷àéíèõ (�øêiëüíèõ�) ïðàâèë âíåñåííÿ çíàêà
�ìiíóñ� âñåðåäèíó äóæîê.

Òàêîæ ç âèçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë îäåðæó¹-
ìî òàêi î÷åâèäíi òîòîæíîñòi: pm{nq�p-pp{qqq � p-pp{qqq�pm{nq �
(-((m{nq � pp{qqqq i (-pm{nqq � p-pp{qqq � pm{nq � pp{qq.

Ìàþ÷è îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìè ìîæåìî
íàñòóïíèì (åêâiâàëåíòíèì âæå ââåäåíîìó) ÷èíîì âèçíà÷èòè ïîðÿ-
äîê íà ìíîæèíi Q: äëÿ áóäü-ÿêèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë m{n i p{g,
m{n ¤ p{g òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p{g �m{n ¥ 0.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó ðàöiîíàëüíîìó u � m{n
(u �� 0) ðiøåííÿ ðiâíÿííÿ u � z � 1 âiäíîñíî z çàâæäè iñíó¹ i âîíî ¹
÷èñëîì n{m, êîëè m äîäàòíå, i ÷èñëîì (-nq{p-m), êîëè m âiä'¹ìíå.
Öå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì, çâîðîòíèì äî u, ÿêå ÷àñòî ïîçíà-
÷à¹òüñÿ 1{u.

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ ¹äèíîñòi ðiøåííÿ ðiâíÿííÿ u � k � 1, òî
âîíî áóäå òàêèì, ÿêùî âèìàãàòè, ùîá ðiøåííÿ u çàâæäè ÿâëÿëî
ñîáîþ íåñîêðàòèìèé äðiá m{n (òîáòî äðiá ç ÍÑÄ(m,nq � 1), ùî
ñëiäó¹ ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àðèôìåòèêè.

Íà îñíîâi ââåäåíîãî ïîíÿòòÿ çâîðîòíîãî ÷èñëà, îïåðàöiÿ äi-
ëåííÿ (�:�) ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë v i u (u �� 0) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì
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÷èíîì: v : u � v � p1{uq. Îòæå, çàâæäè ìîæíà âèêîíàòè äiëåííÿ

ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà v (äiëåíîãî) íà ðàöiîíàëüíå ÷èñëî u (äiëüíèê),
êîëè u �� 0, ïðè÷îìó, ðåçóëüòàòîì òàêîãî äiëåííÿ çàâæäè áóäå ðà-
öiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå íà¹ íàçâó ÷àñòêè.

Òåïåð ëåãêî âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ öiëî÷èñåëüíî¨ ñòåïåíi áóäü-
ÿêîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà.

Âîçâåäåííÿ (áóäü-ÿêîãî) ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà p{q â íàòó-
ðàëüíó ñòåïiíü n âèçíà÷à¹òüñÿ òèì æå ñàìèì ñïîñîáîì, ÿêèé áóâ âè-
êîðèñòàíèé äëÿ âèïàäêó íàòóðàëüíèõ i öiëèõ ÷èñåë, à ñàìå, pp{qqn
ïðè n ¥ 2 ¹ ðåçóëüòàòîì n-êðàòíîãî ìíîæåííÿ ÷èñëà p{q ñàìîãî
íà ñåáå, ïðè öüîìó pp{qq1 � p{q, à pp{qq0 � 1. Î÷åâèäíî, ùî ïðè
áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n pp{qqn � pn{qn (p � áóäü-ÿêå ÷èñëî),
pp{qqpnq � qn{pn i, çîêðåìà, ppnq � 1{pn (p �� 0).

Íåõàé z, p i q � öiëi ÷èñëà. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òü-
ñÿ ñïðàâåäëèâiñòü òàêèõ òîòîæíîñòåé: zp � zq � zpp�qq,
zq � z�p � z�p � zq � zpq�pq, zp : zq � zpp�qq, pzpqq � zpp�qq.

Ñóìóþ÷è âèùåñêàçàíå, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ñóêóïíiñòü ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë Q çàìêíåíà âiäíîñíî óñiõ ÷îòèðüîõ àðèôìåòè÷íèõ

îïåðàöié: äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ. Ïðè öüî-
ìó, îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíi i àñîöiàòèâíi òà
ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ äèñòðèáóòèâíîñòüþ ìíîæåííÿ âiäíîñíî äî-
äàâàííÿ.

Â ìàòåìàòèöi áóäü-ÿêà ñóêóïíiñòü ÷èñåë, ùî âîëîäi¹ âñiìà
òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè (âêëþ÷àþ÷è íàÿâíiñòü ó íié íóëÿ i îäèíè-
öi), íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì 1. Çíà÷èòü, Q ¹ ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, â
òîé ÷àñ, ÿê N i Z íiÿêîãî ïîëÿ íå óòâîðþþòü: N íå çàìêíåíà âiä-
íîñíî âiäíiìàííÿ òà çâè÷àéíîãî äiëåííÿ, à Z íå çàìêíåíà (òiëüêè)
âiäíîñíî (çâè÷àéíîãî) äiëåííÿ.

1Áiëüø ñòðîãî. Ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà A c äâîìà çàäàíèìè íà íå¨ êî-

ìóòàòèâíèìè i àñîöiàòèâíèìè îïåðàöiÿìè � äîäàâàííÿì, ÿêå çàçâè÷àé ïî-

çíà÷à¹òüñÿ +, iìíîæåííÿì, ÿêå çàçâè÷àé ïîçíà÷à¹òüñÿ �, i öi îïåðàöi¨ ïîâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ. Ïîëå

ìà¹ ìiñòèòè íóëüîâèé åëåìåíò � íóëü, ÿêèé çâè÷àéíî ïîçíà÷à¹òüñÿ 0, äëÿ ÿêî-

ãî 0 � a � a � 0 � a äëÿ áóäü-ÿêîãî a P A, i îäèíè÷íèé åëåìåíò � îäèíèöþ,

ÿêà çàçâè÷àé ïîçíà÷à¹òüñÿ 1, äëÿ êîòðî¨ a � 1 � 1 � a � a äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíó-

ëüîâîãî a P A. Ïîëå äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a P A òàêîæ çîáîâ'ÿçàíî ìiñòèòè

åëåìåíò, çâàíèé ïðîòèëåæíèì äî a i ïîçíà÷óâàíèé �a, äëÿ ÿêîãî a�p�aq � 0,

i äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a P A � åëåìåíò, çâàíèé çâîðîòíèì äî a

i ïîçíà÷óâàíèé a�1 (àáî 1{aq, äëÿ ÿêîãî a � a�1 � 1.
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Äàëi ìè âñòàíîâèìî, ùî äiéñíi òà êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî ââî-
äÿòüñÿ íèæ÷å, òàêîæ óòâîðþþòü ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë òà ïîëå êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë.
Îêðiì ùîéíî ïåðåëi÷åíèõ ïîëiâ, iñíóþòü ùå òàê çâàíi ñêií-

÷åííi ïîëÿ (i íiÿêèõ iíøèõ ïîëiâ, îêðîìÿ âêàçàíèõ, íå iñíó¹). Ìè
â ïîñiáíèêó íà íèõ íå çóïèíÿ¹ìîñÿ, àëå çàóâàæèìî, ùî êîæíå ç
íèõ ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóêóïíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 0 äî pn (äå p
� ïðîñòå ÷èñëî, à n � áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî) çi ñïåöèôi÷-
íî âèçíà÷åíèìè àðèôìåòè÷íèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ, âiäíiìàí-
íÿ, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ.

Ïîëÿ âiäiãðàþòü âåëèêó ðîëü â ðiçíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè,
íàïðèêëàä, â òåîði¨ àëãåáðà¨÷íîãî êîäóâàííÿ, ÿêà ìà¹ âåëèêå ïðàê-
òè÷íå çíà÷åííÿ. Ùå âiäçíà÷èìî, ùî ïî÷àòîê âèâ÷åííÿ ïîëiâ ïîêëàâ
ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Åâàðiñò Ãàëóà (1811-1832).

Òàêîæ çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî Z ç çàçíà÷åíèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ òà ìíîæåííÿ
óòâîðþþòü ñòðóêòóðó, ìàþ÷ó â ìàòåìàòèöi íàçâó êiëüöà öiëèõ ÷è-

ñåë.
Êðiì Z, iñíóþòü i iíøi êiëüöÿ. Íàïðèêëàä, ñóêóïíiñòü âñiõ

ìíîãî÷ëåíiâ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ òà ìíî-
æåííÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ çà ïðàâèëàìè, âèêëàäåíèìè ó êóðñi øêiëü-
íî¨ àëãåáðè, ÿâëÿ¹ ñîáîþ êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè, à ñóêóïíiñòü âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç ðàöiîíàëüíèìi êîåôiöi¹íòàìè
� êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ ç ðàöiîíàëüíèìi êîåôiöi¹íòàìè.

1.4 Äiéñíi ÷èñëà òà îïåðàöi¨ íàä íèìè

Ùå äðåâíi ãðåêè âèÿâèëè, ùî ðiøåííÿ òàê çâàíîãî ñòåïåíåâà ðiâ-
íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó (òîáòî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ) x2 � 2, ÿê-
ùî âîíî iñíó¹, íå ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì. Òîìó ïîäàëüøi
êðîêè ó ðîçâèòêó ïîíÿòòÿ ÷èñëà áóëè ñïðÿìîâàíi íà òå, ùîá çà-
áåçïå÷èòè ìîæëèâiñòü ðiøåííÿ ïî ìåíøié ìiði ðiâíÿíü òàêîãî òèïó
(òîáòî ðiâíÿíü âèãëÿäó xn � r, äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî è r � öiëå
÷èñëî), i öå ïðèâîäèòü äî ïîíÿòòÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

Ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ äiéñíîãî ÷èñëà, ñïèðàþ÷èñü íà øêiëü-
íèé êóðñ ìàòåìàòèêè, äëÿ òîãî, ùîá íå óñêëàäíþâàòè òåêñò äîñèòü
ãðîìiçäêèìè i ñêëàäíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ïîáóäîâàìè. Ç öi¹þ ìå-
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òîþ çâåðíåìîñÿ äî ïîäàííÿ ÷èñåë ó âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî çàïèñó,
òîáòî çàïèñó â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 10 (äåòàëi äèâ. ó íà-
ñòóïíîìó ðîçäiëi).

ßê ñêií÷åííèé çàïèñ âèãëÿäó �p�qan . . . a1a0,b1b2 . . . br
(âêëþ÷àþ÷i öiëî÷èñåëüíèé âèïàäîê �p�qan . . . a1a0), òàê i íåñêií-
÷åííèé çàïèñ âèãëÿäó �p�qan . . . a1a0,b1b2 . . ., ÿêi âiäïîâiäàþòü
îá÷èñëåííÿì çà ôîðìóëîþ �p�qpan � 10n � . . . � a1 � 10 � a0 +
b1�10�1�b2�10�2� . . .), íàçèâàþòüñÿ äiéñíèìè ÷èñëàìè, äå ��� âè-
êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ äîäàòíèõ ÷èñåë (ïðè÷îìó, ��� ìîæå
áóòè âiäñóòíiì), à ��� � äëÿ ïîçíà÷åííÿ âiä'¹ìíèõ ÷èñåë.

Âiäìiòèìî, ùî â ñèëó çàóâàæåííÿ ïðî óíàðíèé ìiíóñ ç ðîçäi-
ëó ïðî ðàöiîíàëüíi ÷èñëàõ ìè íàäàëi âèêîðèñòîâó¹ìî îäèí i òîé æå
çíàê ��� ÿê äëÿ ïîçíà÷åííÿ óíàðíà ìiíóñà, òàê i äëÿ ïîçíà÷åííÿ
(áiíàðíî¨) îïåðàöi¨ âèðàõóâàííÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë.

Öiëå ÷èñëî (âêëþ÷àþ÷è âèïàäîê 0), ùî ñòî¨òü ïåðåä òàê çâà-
íîþ äåñÿòêîâîþ êîìîþ, íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà, à ïiñëÿ
êîìè � éîãî äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì Åâêëiäà, ëåãêî îòðèìàòè, ùî
áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m, à îòæå, i öiëå, ìîæå áóòè ïîäàíî
ó âèãëÿäi an � 10n � . . .� a1 � 10� a0, äå an, . . . , a1, a0 - öèôðè âiä 0

äî 9, ùî âiäïîâiäàþòü ÷èñëàì 0, . . . , 9 âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó an �� 0.
Ïåðåõîäÿ÷è äî ïîçèöiéíîãî ïîäàííÿ ÷èñåë (äèâ. íàñòóï-

íèé ðîçäië), îòðèìó¹ìî äåñÿòêîâèé çàïèñ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m
ó âèãëÿäi ðÿäêà öèôð: an . . . a1a0.

ßêùî ðîçãëÿíóòè äîäàòíå äðîáîâå ÷èñëî u{q, ó ÿêîìó
u   q, òî ïðè éîãî ïîäàííi ó âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî äðîáó âî-
íî áóäå ìàòè, â çàãàëüíîìó âèãëÿäi, âèãëÿä íåñêií÷åííî¨ ñóìè
b1 � 10�1 � b2 � 10�2 � . . ., äå bi (i � 1, 2, . . .) ïîçíà÷à¹ îäíó ç öèôð
âiä 0 äî 9. Òîáòî, ó ïîçèöiéíîìó äåñÿòêîâîìó ïîäàííi äðiá u{q ìîæå
áóòè çàïèñàíà ÿê 0, b1b2 . . ..

Öåé ïåðåõiä âiä äðîáó u{q äî éîãî äåñÿòêîâîãî çàïèñó ìî-
æå áóòè îòðèìàíèé ó ðåçóëüòàòi çâè÷àéíîãî àëãîðèòìó äiëåííÿ u
íà q. ßê íàñëiäîê òàêîãî äiëåííÿ ç îäíîçíà÷íîñòi ðåçóëüòàòó äiëåí-
íÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç çàëèøêîì îòðèìó¹ìî, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ
ïåâíîãî ñêií÷åíîãî ÷èñëà êðîêiâ öüîãî àëãîðèòìó ó íàñ àáî áóäóòü
ç'ÿâëÿòèñÿ òiëüêè bi, ðiâíi 0, àáî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî br, áóäå óòâî-
ðåíà ãðóïà öèôð brbr�1 . . . br�s, ÿêà ïî÷íå ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâà-

27



òèñÿ â õîäi äiëåííÿ. À öå îçíà÷à¹, ùî u{q ìà¹ äåñÿòêîâå ïîäàííÿ
àáî ó âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî ñêií÷åííîãî äðîáó (íåñêií÷åííî ïîâòî-
ðþâàíi íóëi ïiñëÿ br�1 ìîæíà îïóñòèòü), àáî ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî-
ãî äåñÿòêîâîãî ïåðiîäè÷íîãî äðîáó 0, b1 . . . br�1br . . . br�sbr . . . br�s . . .

ÿêà ÷àñòî çàïèñó¹òüñÿ ÿê 0, b1 . . . br�1pbr . . . br�sq äëÿ òîãî, ùîá ÿâíî
âèäiëèòè öèêëi÷íî ïîâòîðþâàíó ãðóïó öèôð br . . . br�s.

Îòæå, ïðè äîâiëüíèõ äîäàòíèõ u i q, ðàöiîíàëüíå ÷èñëî u{q
ìîæå áóòè çàïèñàíå àáî ÿê an . . . a1a0, àáî ÿê an . . . a1a0, b1 . . . br�1,
àáî ÿê an . . . a1a0, b1 . . . br�1pbr . . . br�sbrq.

Ó âèïàäêó, êîëè âiä'¹ìíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî (-u){q, äå u �
äîäàòíå öiëå ÷èñëî, ìà¹ äåñÿòêîâèé çàïèñ àáî ó âèãëÿäi an. . .a1a0,
àáî ó âèãëÿäi àáî an . . . a1a0, b1. . .br�1, àáî ó âèãëÿäi an. . .a1a0, b1
. . .br�1pbr. . .br�sq, ïðîòèëåæíå äî íüîãî ÷èñëî â äåñÿòêîâîìó çàïèñi
âèçíà÷à¹òüñÿ àáî ÿê -an. . .a1a0, àáî ÿê -an . . . a1a0, b1. . .br�1, àáî ÿê
-an. . .a1a0, b1. . .br�1 pbr . . .br�sq, âiäïîâiäíî.

Âiäçíà÷èìî, ùî ââàæà¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñ-
ëà α ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü -(-α) = α.

Íåõàé òåïåð ¹ íåñêií÷åííèé ïåðiîäè÷íèé äåñÿòêîâèé äðiá
0, b1 . . . br�1br. . . br�sbr . . .br�s. . . (r ¥ 1). Òîäi éîãî ìîæíà ïå-
ðåïèñàòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ ñóìè b1{101� . . .� br�1{10pr�1q

�°8
k�0ppbr{10r� . . .� br�s {10pr�sqq�1{10ps�k�1qq, äå°8

k�0ppbr{10r�
. . . � br�s{10pr�sqq �1{10ps�1q�kq ¹ ñóìà ÷ëåíiâ íåñêií÷åííî ñïàä-
íî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi çíàìåííèêîì 1{10ps�1q, ÿêà äîðiâíþ¹
pbr{10r � . . . � br�s{10pr�sqq � p10ps�1q{p10ps�1q � 1qq. À öå ãîâîðèòü
ïðî òå, ùî öÿ ñóìà ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì. Îñêiëüêè öiëà ÷àñòèíà
(äîäàòíà àáî âiä'¹ìíà) áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà ¹ öiëå ðàöiîíàëüíå
÷èñëî, òî îòðèìó¹ìî, ùî áóäü-ÿêèé íåñêií÷åííèé ïåðiîäè÷íèé äå-
ñÿòêîâèé äðiá ÿâëÿ¹ ñîáîþ äåÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Òîáòî ìà¹ ìiñ-
öå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.4. Áóäü-ÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, i òiëüêè âî-
íî, ìîæå áóòè ïîäàíî ó âèãëÿäi äiéñíîãî ÷èñëà ç ñêií÷åííèì àáî
íåñêií÷åííèì ïåðiîäè÷íèì äåñÿòêîâèì äðîáîì.

Âiäçíà÷èìî, ùî äåÿêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ìîæóòü ìàòè äâà

ðiçíèõ ïîäàííÿ ó âèãëÿäi äiéñíîãî ÷èñëà ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó. Öå
çàâæäè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó òèõ i òiëüêè òèõ âèïàäêàõ, êîëè ðîçãëÿ-
äà¹ìå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæå áóòè ïîäàíî ó âèãëÿäi ñêií÷åííîãî
ðÿäêà ñèìâîëiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç öèôð i, áóòè ìîæå, ìiñòèòü
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ó ñâî¹ìó ñêëàäi ùå êîìó. Òîäi âîíî äîïóñêà¹ iíøå ñâî¹ äåñÿòêîâå
ïîäàííÿ ç äðiáíîþ ÷àñòèíîþ ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî ïåðiîäè÷íîãî
äåñÿòêîâîãî çàïèñó.

Íàïðèêëàä, ðàöiîíàëüíå ÷èñëî 13{10 ìà¹ òàêè äiéñíi ïîäàí-
íÿ ó âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî çàïèñó: 1, 3 i 1, 2999 . . .. À íàòóðàëüíå ÷èñ-
ëî 123 ìà¹ òàêå äðóãå ïîäàííÿ ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó � 122, 999 . . ..

Äëÿ òàêèõ ÷èñåë, ñóòî äëÿ òåõíi÷íèõ öiëåé, ìè çàâæäè áó-
äåìî âiääàâàòè ïåðåâàãó ïåðøîìó (ñêií÷åííîìó) çàïèñó, çà óìîâ-

÷àííÿì ìàþ÷è íà óâàçi, ùî ó öüîìó çàïèñi ïiñëÿ îñòàííüî¨ öèôðè
ïðàâîðó÷ ðîçòàøîâàíå íåñêií÷åííà êiëüêiñòü 0. Òàê, 1, 3 ñëóæèòü
çâè÷àéíèì i çðó÷íèì ïîçíà÷åííÿì 1, 30 . . . 0 . . .. Òàêèì ÷èíîì, ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìè çàâæäè îïåðó¹ìî ç äiéñíèìè ÷èñëàìè,

ùî ìàþòü âèãëÿä íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî çàïèñó.
Âèõîäÿ÷è ç òâåðäæåííÿ 1.4 i âèçíà÷åííÿ, ùî áóäü-ÿêà ñêií-

÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé çàïèñ âèãëÿäó �p�qan . . . a1a0,b1b2 . . .

âèçíà÷à¹ äiéñíå ÷èñëî i òiëüêè éîãî, îòðèìó¹ìî, ùî, íàïðèêëàä,
çàïèñ 0, 1010010001 . . ., ÿêèé ÿâëÿ¹ ñîáîþ äiéñíå ÷èñëî òà çàäà¹ îá-
÷èñëåííÿ 10�1�10�3�10�6�. . ., íå ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì
(òàê ñàìî ÿê i ÷èñëî �0, 1010010001 . . .), îñêiëüêè ó çàïèñè âiäñóòíÿ
ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâàíà ãðóïà öèôð. Òîìó äîäàòíi i âiä'¹ìíi ÷èñëà,
ÿêè íå ¹ ðàöiîíàëüíèìè, îòðèìàëè íàçâó iððàöiîíàëüíèõ.

Ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ äiéñíîãî ÷èñëà ââîäèòüñÿ òèì æå ñàìèì
ñïîñîáîì, ùî i ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà.

Ìîäóëåì äiéñíîãî ÷èñëà α, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ |α|, ¹ α, êîëè α
¹ íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, i ïðîòèëåæíå éîìó (äîäàòíå) ÷èñëî �α, êîëè α
âiä'¹ìíå.

Ñóêóïíiñòü óñiõ ðàöiîíàëüíèõ i iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë òà ïîçíà÷à¹òüñÿ R.

ßê ìè áà÷èìî, äiéñíå ÷èñëî ¹ ñêií÷åííîþ àáî íåñêií÷åííîþ
ïîñëiäîâíiñòþ äåñÿòêîâèõ öèôð, ðîçäiëåíèõ, áóòè ìîæå, â ÿêîìóñü
îäíîìó ìiñöi êîìîþ. Òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ îïåðàöié äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ïîòðiáíî çàäàòè ïðàâèëà îïåðóâàííÿ ç
íåñêií÷åííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè öèôð, ùî, â ïðèíöèïi, äëÿ íàøîãî
ïiäõîäó ¹ íåìîæëèâèì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ìè áóäåìî áóäü-ÿêå äiéñíå
÷èñëî (ðàöiîíàëüíèé ÷è iððàöiîíàëüíèé), ÿêå ìà¹ íåñêií÷åííèé äå-
ñÿòêîâèé çàïèñ, çàìiíþâàòè éîãî ñêií÷åííèì çàïèñîì çà äîïîìî-
ãîþ îïåðàöi¨ îêðóãëåííÿ ÷èñåë i âèêîíóâàòè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
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îêðóãëåíèõ ÷èñåë çà äîáðå âiäîìèì ïðàâèëàì äîäàâàííÿ i ìíîæåí-

íÿ ñêií÷åííèõ äåñÿòêîâèõ äðîáiâ, ââàæàþ÷è, ùî îòðèìàíèé ðå-

çóëüòàò i ¹ îêðóãëåíå çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ñóìè (äîáóòêó) äiéñíèõ

÷èñåë. Â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíî-

æåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ êîìóòàòèâíèìè i àñîöiàòèâíèìè i ùî äëÿ

íèõ òàêîæ ìà¹ ìiñöå äèñòðèáóòèâíîñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äî-

äàâàííÿ.
Àíàëîãi÷íî (òîáòî, âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöiþ îêðóãëåííÿ)

âèçíà÷àþòüñÿ îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Ïðè
öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α iñíó¹ éî-
ìó ïðîòèëåæíå, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ �α i ñëóæèòü (¹äèíèì) êîðåíåì
ðiâíÿííÿ α � z � 0 âiäíîñíî z. Òàêîæ ââàæà¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α �� 0 ðiâíÿííÿ α � z � 1 (âiäíîñíî z) çàâæäè
ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ 1{α i íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì, çâî-
ðîòíèì äî α.

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî, ùî îñêiëüêè ó íàñ ¹ íóëü (0) òà îäèíèöÿ
(1), ñóêóïíiñòü R ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë.

Îñêiëüêè ó íàñ àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä R çàäàíî ÷åðåç
àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä Q, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî ó íàñ ¹ îäíî-
çíà÷íà îïåðàöiÿ çâåäåííÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α â áóäü-ÿêó
öiëó ñòåïiíü q, ðåçóëüòàò âèêîíàííÿ ÿêî¨ ïîçíà÷à¹òüñÿ αq i äëÿ ÿêî¨
âèêîíóþòüñÿ âñi âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ çâåäåííÿ â ñòåïiíü, ùî ìàþòü
ìiñöå äëÿ âèïàäêó ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Çíîâó ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ x2 � 2. Âîíî ìà¹ äîäàòíå ðiøåí-
íÿ â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë (òîáòî éîãî êîðåíåì ¹ äîäàòíå äiéñíå ÷èñ-
ëî), ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ 2

?
2. Çãiäíî ç íàøèì ïiäõîäîì iñíóâàííÿ öüîãî

ðiøåííÿ ñëiäó¹ ç òîãî, ùî ïîäàííÿ 2
?

2 ó âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî çàïè-
ñó ìîæå áóòè çãåíåðîâàíî, âèêîðèñòîâóþ÷è, íàïðèêëàä, øêiëüíèé
àëãîðèòì âèëó÷åííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ ç äîäàòíîãî öiëîãî ÷èñ-
ëà, íåñêií÷åííå âèêîíàííÿ ÿêîãî âåäå äî ïîðîäæåííÿ íåñêií÷åííîþ
íåïåðèîäè÷åñêîé ïîñëiäîâíîñòi öèôð, ÿêà i áóäå ÿâëÿòü ñîáîþ 2

?
2.

Íåïåðiîäè÷íiñòü âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4, îñêiëüêè, ÿê áóëî ñêà-
çàíî íà ñàìîìó ïî÷àòêó öüîãî ðîçäiëó, 2

?
2 íå ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñ-

ëîì.
Ïîäiáíèì æå ÷èíîì (òîáòî ÷åðåç êîðiíü n-î¨ ñòåïåíÿ ç íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà m), ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ n
?
m) i ¹ (äîäàòíèì) êîðåíåì

ðiøåííÿì ðiâíÿííÿ xn � m, äå n i m � áóäü-ÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà)
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ìè ìîæåìî îòðèìàòè äiéñíi ÷èñëà 2
?

2, 2
?

3, . . . , 3
?

2, 3
?

3, . . . i ò. ä,
îäíà ÷àñòèíà ÿêèõ áóäå ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè (áiëüøå òîãî, íà-
òóðàëüíèìè ÷èñëàìè, íàïðèêëàä, 2

?
4 àáî 4

?
256), à âñÿ iíøà ÷àñòèíà

� iððàöiîíàëüíèìè (íàïðèêëàä, âæå çãàäóâàíå ÷èñëî 2
?

2 àáî ÷èñëî
4
?

257).
Îñêiëüêè ñàìå îïåðàöiÿ äîáóâàííÿ êîðåíÿ ïîòðåáóâàëà ââå-

äåííÿ ïîíÿòòÿ iððàöiîíàëüíîãî ÷èñëà, ðîçãëÿíåìî ùå îäèí (çðó÷-
íèé) çàñiá ïîäàííÿ êîðiííÿ ç äiéñíîãî ÷èñëà, ÿêèé âåäå äî ïîíÿòòÿ
ðàöiîíàëüíîãî ñòåïåíÿ äiéñíîãî ÷èñëà.

Íåõàé n
?
α ïîçíà÷à¹ ¹äèíå (ïðè ìîæëèâîñòi, äîäàòíå) äiéñíå

÷èñëî, ÿêùî òàêå iñíó¹, n-àÿ ñòåïiíü ÿêîãî äîðiâíþ¹ α, òîáòî ÿêùî
p n
?
αqn � α (α � äiéñíå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïðè÷îìó

n ¥ 2).
Âiäðàçó âiäçíà÷èìî íàñòóïíèé ôàêò, âiäîìèé ùå ç øêiëüíî¨

ìàòåìàòèêè. ßêùî n � íåïàðíå ÷èñëî, òî n
?
α iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî

α, ÿê äîäàòíîãî, òàê i âiä'¹ìíîãî. ßêùî æ n � ïàðíå ÷èñëî, òî
n
?
α iñíó¹ òiëüêè äëÿ íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ α, òàê ÿê ïàðíà ñòåïiíü

áóäü-ÿêîãî ÷èñëà çàâæäè ¹ íåâiä'¹ìíå ÷èñëî.
ßêùî ó íàñ ¹ âèðàç, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi çíàêiâ àðèôìåòè÷íèõ

îïåðàöié (óñiõ, àáî äåÿêèõ) i çíàêiâ äîáóâàííÿ êîðåíÿ (áóäü-ÿêîãî
ñòåïåíÿ), òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ âèðàçîì çi çíàêàìè ðàäèêàëiâ.

Îñêiëüêè p n
?
αqn � α, òî äëÿ n

?
α âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå çðó÷íîþ

çàïèñ öüîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi α1{n, îñêiëüêè ìè ìîæåìî âèçíà÷è-
òè îïåðàöiþ çâåäåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà α â ðàöiîíàëüíó ñòåïiíü m{n
íàñòóïíèì ÷èíîì: α m{n � pα1{nqm p� p n

?
αqmq. ßñíî, ùî íå ïðè

âñÿêèõ α, m i n öÿ îïåðàöiÿ çäiéñíåííà, àëå â ðàçi ¨¨ çàñòîñîâíî-
ñòi âîíà âåäå äî ¹äèíîãî ðåçóëüòàòó. Ïðè öüîìó α m{n íàçèâà¹òüñÿ
(ðàöiîíàëüíî¨) ñòåïåíåì ÷èñëà α, à m{n � ¨¨ ïîêàçíèêîì.

Äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë m{n i p{q i äiéñíîãî ÷èñëà α ìè ïî-
ñòóëþ¹ìî, ùî pα m{nq p{q � α pm{nq�pp{qq, α m{n � α p{q � α pm{n�p{qq i
α m{n : α p{q � α pm{n�p{qq, à òàêîæ òå, ùî α0 � 1 i α1 � α. Öå äîáðå
óçãîäæó¹òüñÿ ç òèìè æ ñàìèìè òîæäåñòâàìè äëÿ îïåðàöi¨ çâåäåííÿ
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ó öiëó ñòåïiíü. Îòæå, ó íàñ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìîæ-
ëèâiñòü ïðîâîäèòè ç ðàöiîíàëüíèìè ïîêàçíèêàìè ñòåïåíiâ äiéñíèõ
÷èñåë äåÿêi àðèôìåòè÷íi äi¨, ùî ÷àñòî âèêîíó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi.

Ó êóðñi âèùî¨ àëãåáðè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî òå, êî-
ëè i ñêiëüêè äiéñíèõ ðiøåíü âiäíîñíî çìiííî¨ x ìà¹ ìíîãî÷ëåí
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°n
k�0 ak � xk ñòåïåíÿ n ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè a0, . . . , an. (×èñ-

ëî α ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
°n
k�0 ak � xk òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè°n

k�0pak � αkq � 0.) Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ íåïàðíèõ n çàâæäè iñíó¹
ïðèíàéìíi îäèí äiéñíèé êîðiíü. Àëå iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè, íàïðè-
êëàä x2 � 1, ó ÿêèõ íåìà¹ íi îäíîãî êîðåíÿ. Ïðîòå ïðè ðîçøèðåííi
äiéñíèõ ÷èñåë íà âèïàäîê òàê çâàíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë öÿ ñèòóà-
öiÿ ðiçêî çìiíþ¹òüñÿ íà êðàùå (äèâ. íàñòóïíèé ðîçäië).

Íà çàêií÷åííÿ ñêàæåìî äåêiëüêà ñëiâ ïðî âïîðÿäêóâàííÿ
äiéñíèõ ÷èñåë.

Ïiäõiä, çàïðîïîíîâàíèé äî âèçíà÷åííÿ äiéñíîãî ÷èñëà ó
âèãëÿäi äåñÿòêîâîãî çàïèñó, íå äà¹ ìîæëèâîñòi äàòè äîñòàòíüî ÷iò-
êå âèçíà÷åííÿ òîãî, ùî îäíå ç ðîçãëÿäà¹ìèõ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ áiëüøå
àáî ìåíøå iíøîãî.

Öå âèêëèêàíî òèì, ùî äëÿ òîãî, ùîá ïðîâîäèòè âïîðÿäêó-
âàííÿ i ïîðiâíÿííÿ äiéñíèõ ÷èñåë íà ðiâíi ¨õ äåñÿòêîâèõ çàïèñiâ,
ìè ïîâèííi ïðèïóñêàòè, ùî, êîëè ìè ãîâîðèìî ïðî äåÿêå äiéñíå
÷èñëî, ìè çíà¹ìî ïîâíiñòþ éîãî äåñÿòêîâèé çàïèñ i ìîæåìî âèáè-
ðàòè ç áóäü-ÿêîãî äåñÿòêîâîãî çàïèñó ÷èñëà áóäü-ÿêó ¨¨ öèôðó (ùî,
íà æàëü, íå ìîæå áóòè çðîáëåíî íà ôîðìàëüíîìó ðiâíi ïðè íàøî-
ìó ïiäõîäi). Íà äîäàòîê äî öüîãî, êîæíó ñêií÷åííèé äåñÿòêîâèé
çàïèñ äiéñíîãî ÷èñëà ìè ïåðåòâîðþ¹ìî â íåñêií÷åííèé äåñÿòêîâèé
çàïèñ öüîãî ÷èñëà, äîäàþ÷è íåñêií÷åííå ÷èñëî íóëiâ ïðàâîðó÷ âiä
îñòàííüî¨ ïðàâî¨ öèôðè â äðîáîâî¨ ÷àñòèíè öüîãî ÷èñëà, ÿêùî ÷èñ-
ëî äðîáîâå, i äîäàþ÷è êîìó i íåñêií÷åííå ÷èñëî íóëiâ ïðàâîðó÷ âiä
îñòàííüî¨ ïðàâî¨ öèôðè â öiëó ÷àñòèíó öüîãî ÷èñëà, ÿêùî ÷èñëî öi-
ëå. Íàïðèêëàä, 0, 1 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â 0, 10 . . . 0 . . ., à 0 ó 0, 0 . . . 0 . . ..

Äâà äiéñíèõ ÷èñëà ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíè ¹ ÷èñëàìè îäíîãî çíàêà i ¨õ íåñêií÷åííi äåñÿòêîâi çàïèñè
(áåç çíàêà) çáiãàþòüñÿ (ÿê íåñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi) â ïðèïóùåííi,
ùî öiëi ÷àñòèíè öèõ äåñÿòêîâèõ çàïèñiâ íå ïî÷èíàþòüñÿ ç 0 (çà
âèíÿòêîì ÷èñëà 0, ïîäàíîãî ó âèãëÿäi 0, 0 . . . 0 . . .).

Âïîðÿäêó¹ìî ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R.
Íåõàé α i β ¹ äâîìà äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè (ïîäàíè-

ìè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé), ÿêi ìàþòü ðiçíi äåñÿò-
êîâi çàïèñè.

Ó ðàçi, êîëè α i β ¹ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè, ââàæà¹òüñÿ, ùî
öi ÷èñëà â ìíîæèíi R çíàõîäÿòüñÿ â òîìó ïîðÿäêó (ÿêèé ïîçíà-
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÷à¹òüñÿ ¤), â ÿêîìó âîíè çíàõîäÿòüñÿ â ìíîæèíi âñiõ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë Q (Òîáòî α ¤ β ìà¹ ìiñöå â ìíîæèíi R òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè â ìíîæèíi Q âèêîíó¹òüñÿ α ¤ β).

Íåõàé òåïåð õî÷ áè îäíå ç äâîõ ðiçíèõ (äîäàòíèõ) ÷èñåë α i

β ¹ iððàöiîíàëüíèì. Íå ïîðóøóþ÷è ñïiëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî
öiëi ÷àñòèíè öèõ ÷èñåë ìiñòÿòü îäíàêîâó êiëüêiñòü öèôð, òàê ÿê â
ïðîòèâíîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî âèðiâíÿòè êiëüêiñòü öèôð â öiëèõ
÷àñòèíàõ α i β, äîïèñóþ÷è çëiâà íåîáõiäíå ÷èñëî íóëiâ äî ÷èñëà, ùî
ìiñòèòü ìåíøå ÷èñëî öèôð ó ñâî¨é öiëî¨ ÷àñòèíè. (Íàïðèêëàä, ÿêùî
α ¹ iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì 432, 1010010001 . . . i β ¹ (ðàöiîíàëüíèì
àáî iððàöiîíàëüíèì) ÷èñëîì 5, 6789 . . ., òî ââàæà¹òüñÿ, ùî β ìà¹
âèãëÿä 005, 6789 . . ..)

Ïåðåãëÿäàþ÷è α i β çëiâà íàïðàâî i ïîðiâíþþ÷è ¨õ öèôðè,
ùî çàéìàþòü îäíi é òi æ ïîçèöi¨ â α i β (òîáòî ñòîÿòü íà îäíàêî-
âî¨ �âiäñòàíi� ïðàâîðó÷ âiä ïåðøèõ öèôð α i β), ìè ðàíî ÷è ïiçíî
çíàéäåìî äâi ðiçíi öèôðè, ñêàæiìî, a â ÷èñëi α i b â ÷èñëi β, ÿêi
ÿâëÿþòü ñîáîþ íàòóðàëüíi ÷èñëà a i b. ßêùî a ¤ b (b ¤ a) ÿê íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà, òî ââàæà¹ìî, ùî çà âèçíà÷åííÿì α ¤ β (β ¤ α).

Íàïðèêëàä, 5, 16789 . . . ¤ 432, 1010010001 . . . (ùî ¹ iððàöiî-
íàëüíèì ÷èñëîì), ó òîé ÷àñ ÿê 5, 1010010001 . . . ¤ 5, 16789 . . ..

Òåïåð ââåäåíèé äëÿ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ïîðÿäîê ¤ ïî-
øèðþ¹òüñÿ íà äîâiëüíi (äîäàòíi òà âiä'¹ìíi) ÷èñëà α i β íàñòóïíèì
÷èíîì. Ââàæà¹òüñÿ, ùî çà âèçíà÷åííÿì áóäü-ÿêå âiä'¹ìíå äiéñíå

÷èñëî íå áiëüø áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà, à äëÿ áóäü-ÿêèõ
âiä'¹ìíèõ ÷èñåë α i β íåðiâíiñòü α ¤ β ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè

òîäi,êîëè -β ¤ -α, äå -α i -β ïîçíà÷àþòü äîäàòíi ÷èñëà, îäåðæóâàíi
âèäàëåííÿì â α i β çíàêà ìiíóñà.

Ìè áà÷èìî, ùî áóäü-ÿêè äâà äiéñíèõ ÷èñëà ¹ ïîðiâíÿííèìi,
à ìíîæèíà R ¹ âïîðÿäêóâàíîþ (âiäíîñíî ¤). Òàêîæ çàçíà÷åìî, ùî
ââåäåíå âèçíà÷åííÿ ïîðÿäêó íà R çíàõîäèòüñÿ ó ïîâíié âiäïîâiäíî-
ñòi ç iíòó¨òèâíî ÿñíèì éîãî âèçíà÷åííÿì ÷åðåç òå, ùî êîæíå äiéñíå
÷èñëî âiäïîâiäà¹ îäíié òî÷öi äiéñíî¨ ïðÿìî¨ (îñi) i òiëüêè ¨é, à òî÷-
êè ïðÿìî¨ âïîðÿäêîâàíi çà çðîñòàííÿ çãiäíî ç ïåðåãëÿäîì òî÷îê íà
ïðÿìèé çëiâà íàïðàâî.

Íàäàëi, áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ òàêi ïîçíà÷åííÿ, ùî òîð-
êàþòüñÿ äiéñíèõ ÷èñåë:

pa, bq � äëÿ ïîçíà÷åííÿ âiäêðèòîãî iíòåðâàëó, òîáòî ñóêóï-
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íîñòi âñiõ òî÷îê x äiéñíî¨ ïðÿìî¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì
a   x   b, äå a i b � äiéñíi ÷èñëà, i

ra, bs � äëÿ ïîçíà÷åííÿ çàêðèòîãî iíòåðâàëó, òîáòî ñóêóï-
íîñòi âñiõ òî÷îê x äiéñíî¨ ïðÿìî¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì
a ¤ x ¤ b, äå a i b � äiéñíi ÷èñëà.

pa, bs i ra, bq � äëÿ ïîçíà÷åííÿ íàïiââiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ,
òîáòî ñóêóïíîñòåé âñiõ òî÷îê x äiéñíî¨ ïðÿìî¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòÿì a   x ¤ b i a ¤ x   b âiäïîâiäíî, äå a i b � äiéñíi ÷èñëà.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìâîëè íåñêií÷åííîñòi, äiéñíà îñü
ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê âiäêðèòèé iíòåðâàë p�8,�8q.

1.5 Êîìïëåêñíi ÷èñëà òà îïåðàöi¨

íàä íèìè

Íà ïðàêòèöi iíîäi âèíèêàþòü çàäà÷i, âèðiøåííÿ ÿêèõ çâîäèòüñÿ äî
âèðiøåííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ùî âèìàãàþòü äîáóâàííÿ êîðåíÿ
ïàðíîãî ñòåïåíÿ ç âiä'¹ìíîãî äiéñíîãî ÷èñëà � îïåðàöi¨, âèêîíàííÿ
ÿêî¨ íåìîæëèâî â îáëàñòi äiéñíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè ïàðíèé ñòåïiíü
áóäü-ÿêîãî (äîäàòíîãî ÷è âiä'¹ìíîãî) äiéñíîãî ÷èñëà ¹ äîäàòíèì
÷èñëîì. Òîìó ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ×è ìîæíà òàê ðîçøèðèòè
ïîíÿòòÿ äiéñíîãî ÷èñëà, ùîá îïåðàöiÿ äîáóâàííÿ êîðåíÿ ïàðíîãî
ñòåïåíÿ çàâæäè áóëà âèçíà÷åíîþ? Íèæ÷å ïîêàçó¹òüñÿ, ÿê öå ìîæ-
íà çðîáèòè òiëüêè çà äîïîìîãîþ òàê çâàíî¨ óÿâíî¨ îäèíèöi, ÿêà ñëó-
æèòü êîðåíåì ðiâíÿííÿ x2 � �1, ÿêå, òàêèì ÷èíîì, çàâæäè ìà¹
ðîçâ'ÿçîê.

Âiäðàçó çàçíà÷èìî, ùî òàêå, çäà¹òüñÿ, ÷èñòî òåîðåòè÷íå
ðîçøèðåííÿ çíàéøëî ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â ðiçíîìàíiòíèõ
ïðèðîäíî-íàóêîâèõ ãàëóçÿõ, íàïðèêëàä, ó ôiçèöi, i çiãðàëî âåëèêó
ðîëü ó ¨õ ðîçâèòêó.

Ââàæàòèìåìî, ùî, çà âèçíà÷åííÿì, ó íàñ ¹ ÷èñëî i, ÿêå ÿâ-
ëÿ¹òüñÿ ðiøåííÿì ðiâíÿííÿ x2 � �1, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì âîíî íà-
çèâà¹òüñÿ óÿâíîþ îäèíèöåþ (i � ïåðøà ëiòåðà ëàòèíñüêîãî ñëîâà
imaginarius � ¾óÿâíèé¿). Òîìó êâàäðàò óÿâíî¨ îäèíèöi äîðiâíþ¹ ìi-
íóñ îäèíèöi (i2 � �1); êóá óÿâíî¨ îäèíèöi äîðiâíþ¹ óÿâíié îäèíèöi,
âçÿòié iç ïðîòèëåæíèì çíàêîì (i3 � �i); ÷åòâåðòèé ñòåïiíü óÿâíî¨
îäèíèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi (i4 � 1).

Êîìïëåêñíèìè íàçèâàþòüñÿ ÷èñëà âèäó a � i � b, äå a, b �
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äiéñíi ÷èñëà. ×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà, à i�b íàçèâà¹òüñÿ éîãî óÿâíîþ ÷àñòèíîþ, äå b � êîåôiöi¹íò

óÿâíî¨ ÷àñòèíè.
Çàóâàæèìî, ùî ïîðÿä iç çàïèñîì a � i � b äëÿ êîìïëåêñíèõ

÷èñåë òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàïèñ a� b � i. Ó ðàçi, êîëè b � �c,
çàìiñòü a� i � p�cq òàêîæ ïèøóòü a� i � c àáî a� c � i.

Äiéñíi ÷èñëà ¹ îêðåìèì âèïàäêîì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, êîëè
b � 0, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì óÿâíi ÷àñòèíè òàêèõ ÷èñåë îïóñêàþòüñÿ.
Òîìó êîìïëåêñíèé íóëü 0 � i � 0 çàïèñó¹òüñÿ ÿê äiéñíèé íóëü 0, à
êîìïëåêñíà îäèíèöÿ 1� i � 0 � ÿê äiéñíà îäèíèöÿ 1.

Ñóêóïíiñòü óñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i ïîçíà÷à¹òüñÿ Ñ.
Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíi ¨õ

äiéñíi ÷àñòèíè i ðiâíi êîåôiöi¹íòè ¨õ óÿâíèõ ÷àñòèí.
Âiäìiòèìî, ùî äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íå iñíó¹ òàêèõ ïîíÿòü

�áiëüøå� i �ìåíøå�, ÿêè äîçâîëÿëè á âïîðÿäêóâàòè ¨õ ïðèðîäíèì ÷è-
íîì (òîáòî òàêèì ÷èíîì, ïðè ÿêîìó çàïðîâàäæåíèé ïîðÿäîê áóâ áè
óçãîäæåíèé ç ïîðÿäêîì äiéñíèõ ÷èñåë i, ïðè öüîìó, áóâ á iíâàðiàíò-
íèì âiäíîñíî àðèôìåòè÷íèõ äié íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.

Ùå âiäçíà÷èìî, ùî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a�i�b âèçíà-
÷à¹òüñÿ ÿê äiéñíå ÷èñëî

?
a2 � b2, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ |a� i � b|, i âií ¹

äîâæèíîþ âåêòîðà ïðè âèêîðèñòàííi ãåîìåòðè÷íîãî ïîäàííÿ êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà íà ïëîùèíi (äèâ. âiäïîâiäíó ëiòåðàòóðó). (Âèïàäîê
b � 0 ïðèçâîäèòü äî çâè÷àéíîãî âèçíà÷åííÿ ìîäóëÿ äiéñíîãî ÷èñ-
ëà.)

Âèçíà÷èìî ôîðìàëüíî (âñþäè âèçíà÷åíi) îïåðàöi¨ äîäàâàí-
íÿ (�) i ìíîæåííÿ (�) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÷åðåç àðèôìåòè÷íi îïå-
ðàöi¨, ÿêi áóëè ââåäåíi äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë:

pa� i � bq � pc� i � dq � pa� cq � i � pb� dq,
pa� i � bq � pc� i � dq � pa � c� b � dq � i � pa � d� b � cq.
Îñêiëüêè ðåçóëüòàò âèêîíàííÿ öèõ îïåðàöié ÿâëÿ¹ ñîáîþ

êîìïëåêñíå ÷èñëî, îäåðæó¹ìî, ùî ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C
¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ.

Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà a� i � b i �a� i � b íàçèâàþòüñÿ ïðî-
òèëåæíèìè ÷èñëàìè, äå �a� i�b ñëóæèòü çðó÷íèì çàïèñîì ÷èñëà
p�aq � i � p�bq, ÿêå ÷àñòî ùå ïîçíà÷óâà¹òüñÿ �pa � i � bq. (a i b ¹
ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ïðîòèëåæíi a i b âiäïîâiäíî.)
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî �p�pa�i�bqq � �p�a�i�bq � pa�i�bq.
Òîìó ðiâíÿííÿ θ � x � 0 (c êîìïëåêñíèì θ) ùîäî çìiííî¨ x çàâæäè
ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ, i ¨ì ¹ ÷èñëî �θ. Çíà÷èòü, i ðiâíÿííÿ θ�x � ω (θ
i ω � êîìïëåêñíi ÷èñëà) çàâæäè ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ, ÿêèì ¹ ÷èñëî
ω � p�θq, àáî, â iíøîìó çàïèñi, ω � θ, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ω òà θ (ω � çìåíüøóâàíå, à θ � âiä'¹ìíèê).
Öå äîçâîëÿ¹ ââàæàòè, ùî îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ êîìïëåêñíèõ

÷èñåë (òîáòî îïåðàöiÿ, îáåðíåíà äî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ) âèçíà÷à¹òü-
ñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ (ùî âèêîðèñòîâó¹ îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ äiéñ-
íèõ ÷èñåë):

pa� i � bq � pc� i � dq � pa� cq � i � pb� dq.
Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà a � i � b i a � i � b íàçèâàþòüñÿ ñïðÿ-

æåíèìè ÷èñëàìè, äå a� i � b ¹ òå æ ñàìå, ùî i a� i � p�bq.
Âèêîðèñòîâóþ÷è àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä äiéñíèìè ÷èñëà-

ìè,òàêèì ÷èíîì âèçíà÷à¹ìî ÷àñòêà äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (�:�
ïîçíà÷à¹ îïåðàöiþ äiëåííÿ ÿê íàä äiéñíèìè, òàê i êîìïëåêñíèìè
÷èñëàìè):

pc� i�dq : pa� i� bq � ppc�a�d� bq : pa2� b2qq� i� ppc� p�bq�
d � aq : pa2 � b2qq.

Ïðè öüîìó a�i�b íàçèâà¹òüñÿ äiëåíèì, à c�i�d� äiëüíèêîì.
Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ÷àñòêà ¹ (¹äèíèì) êîðåíåì ðiâíÿííÿ

pa�i�bq�x � c�i�d âiäíîñíî çìiííî¨ x ó ðàçi, êîëè a�i�b, à, çíà÷èòü,
i a àáî b âiäìiííå âiä 0. (ßêùî a � b � 0, òî ââàæà¹òüñÿ, ùî ðiâíÿííÿ
íå ìà¹ ñåíñó.) Öÿ ÷àñòêà ÷àñòî ïîçíà÷à¹òüñÿ pc� i � dq{pa� i � bq.

Äëÿ âèïàäêó ðiâíÿííÿ pa � i � bq � x � 1 îòðèìó¹ìî, ùî âî-
íî çàâæäè ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ (a i b âiäìiííi âiä 0). Éîãî ðiøåííÿ
1{pa � i � bq p� pa � i � bq{pa2 � b2q) íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíèì ÷èñ-
ëîì, ùî ¹ çâîðîòíèì äî pa� i � bq. Îòðèìó¹ìî, ùî ââåäåíà (âñþäè
âèçíà÷åíà) îïåðàöiÿ äiëåííÿ ¹ çâîðîòíîþ äî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

Ñïîñiá âèçíà÷åííÿ âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà Ñ ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî âiäíiìàííÿ òà äi-

ëåííÿ.
ßêùî ïîâåðíóòèñÿ äî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, òî

ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ çàêîíè àñîöiàòèâíî-
ñòi òà êîìóòàòèâíîñòi. Êðiì òîãî, öi îïåðàöi¨ ïîâ'ÿçàíi äèñòðèáóòèâ-
íîñòüþ ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ. Òîìó, âðàõîâóþ÷è iñíóâàííÿ
äëÿ íèõ çâîðîòíèõ îïåðàöié (âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ), à òàêîæ íàÿâ-

36



íiñòü ó C êîìïëåêñíèõ 0 i 1, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî C ÿâëÿ¹
ñîáîþ ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (áåç äiëüíèêiâ íóëÿ).

Äiþ÷è òàêèì æå ÷èíîì, ùî i ó âèïàäêó äiéñíèõ ÷èñåë, ìè
ìîæåìî âèçíà÷èòè öiëî÷èñåëüíi i ðàöiîíàëüíi ñïåïåíè êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà, ñêàæiìî, θ, ïîñëiäîâíî ââîäÿ÷è î÷åâèäíi âèçíà÷åííÿ äëÿ
âèðàçiâ: θm, n

?
θ, θ1{n, θ m{np� pθ1{nqmq, äå m � öiëå ÷èñëî, à n �

íàòóðàëüíå, âiäìiííå âiä 0.
Ðàíiøå ìè âiäçíà÷àëè, ùî ïðè ðîáîòi òiëüêè â îáëàñòi äiéñ-

íèõ ÷èñåë ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ θ, m i n äåÿêi ç öèõ âèðàçiâ ñòàþòü
áåçãëóçäèìè, òàê ÿê âîíè íå ÿâëÿþòü ñîáîþ íiÿêîãî äiéñíîãî ÷èñ-
ëà (íàïðèêëàä, 2

?�1). Îäíàê ó âèïàäêó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë êîæåí ç
íàâåäåíèõ âèðàçiâ çàâæäè ¹ õî÷à á îäíèì êîìïëåêñíèì ÷èñëîì ïðè
áóäü-ÿêèõ θ, m i n (n �� 0). Áiëüø òîãî, â òåîði¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
ìà¹ ìiñöå òàêèé ôàêò:

Äëÿ áóäü-ÿêèõ θ i n âèðàç n
?
θ ìà¹ ñåíñ i iñíó¹ â òî÷íîñòi n

ðiçíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, n-òàÿ ñòåïiíü êîæíîãî ç ÿêèõ äîðiâíþ¹

θ.
Íàïðèêëàä, 4

?
1 ìà¹ ñåíñ i â îáëàñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, i â

îáëàñòi äiéñíèõ ÷èñåë. Àëå â îáëàñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë iñíó¹ ÷îòèði
ðiçíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñëà i,�i, 1 òà �1, ÷åòâåðòà ñòåïiíü êîæíîãî
ç ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1, ó òîé ÷àñ ÿê â îáëàñòi äiéñíèõ ÷èñåë ¹ òiëüêè
äâà òàêèõ ÷èñëà, à ñàìå: 1 òà �1. Âèðàç 2

?�1 íå ìà¹ ñåíñó â îáëàñòi
äiéñíèõ ÷èñåë, àëå â îáëàñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äëÿ óÿâíî¨ îäèíèöi
i ìà¹ìî: i2 � p�iq2 � �1.

Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi öåé ôàêò íàáóâà¹ ôîðìó íà-
ñëiäêó ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè.

Ñàìà æ îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì.

Òâåðäæåííÿ 1.5 (îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè). Áóäü-ÿêèé
âiäìiííèé âiä êîíñòàíòè ìíîãî÷ëåí

°n
k�0 ak � xk ñòåïåíÿ n iç êîì-

ïëåêñíèìè (äiéñíèìè, ðàöiîíàëüíèìè àáî íàòóðàëüíèìè) êîåôi-
öi¹íòàìè a0, . . . , an ìà¹ õî÷à á îäèí êîìïëåêñíèé êîðiíü.

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Áåçó ïðî òå, ùî ÿêùî θ ¹ êîðiíü âiä-
ìiííîãî âiä êîíñòàíòè ìíîãî÷ëåíà

°n
k�0 ak � xk ñòåïåíÿ n, òî öåé

ìíîãî÷ëåí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ëiíiéíîãî äâî÷ëå-
íà x � θ íà ìíîãî÷ëåí, ñòåïiíü ÿêîãî äîðiâíþ¹ n � 1, îäåðæó¹ìî
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (ÿêå òàêîæ, iíîäi, íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíîþ òåî-
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ðåìîþ àëãåáðè).
Íàñëiäîê 1.1. Áóäü âiäìiííèé âiä êîíñòàíòè ìíîãî÷ëåí°n

k�0 ak � xk ñòåïåíÿ n ç êîìïëåêñíèìè (äiéñíèìè, ðàöiîíàëüíèìè
àáî íàòóðàëüíèìè) êîåôiöi¹íòàìè a0, . . . , an ìà¹ â òî÷íîñòi n êîì-
ïëåêñíèõ êîðåíiâ ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi.

Ïðèðîäíî ïîñòàâèòè ïèòàííÿ: Ìîæíà ëè óçàãàëüíèòè ïîíÿò-
òÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òàêèì ÷èíîì, ùîá ñóêóïíiñòü âñiõ íîâèõ
÷èñåë âêëþ÷àëà á ó ñâié ñêëàä âñi êîìïëåêñíi (à, çíà÷èòü, äiéñíi,
ðàöiîíàëüíi, öiëi òà íàòóðàëüíi) ÷èñëà é óòâîðþâàëà á ïîëå ïiñëÿ
ââåäåííÿ âiäïîâiäíèõ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié? Âiäïîâiäü íà íüîãî
íåãàòèâíà. �äèíå, ÷îãî âäàëîñÿ äîñÿãòè, òàê öå óçàãàëüíèòè êîì-
ïëåêñíi ÷èñëà äî òàê çâàíèõ êâàòåðíiîíiâ, àëå ââåäåííÿ âiäïîâiäíèõ
àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié âåäå äî òîãî, ùî ñóêóïíiñòü âñiõ êâàòåð-

íiîíiâ ÿâëÿ¹ ñîáîþ òiëüêè êiëüöå ç äiëåííÿì, à íå ïîëå.

1.6 Äåÿêi àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

Ðàíiøå ìè ïîçíàéîìèëèñÿ ç òàêèìè ïîíÿòòÿìè, ÿê êiëüöÿ i ïîëÿ. Ó
äàíîìó ðîçäiëi ìè çàâåðøó¹ìî çíàéîìñòâî ç îñíîâíèìè àëãåáðà¨÷-
íèìè êîíñòðóêöiÿìè, ùî ãðàþòü âåëèêó ðîëü ó ìàòåìàòèöi.

Íàéïðîñòiøèì ñåðåä íèõ ¹ ãðóïî¨ä, ïiä ïiä ÿêèì ðîçóìi¹òü-
ñÿ âïîðÿäêîâàíà ïàðà xG, �y, äå G ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìíîæèíó åëåìåíòiâ
(íîñié ãðóïî¨äà), íà ÿêîìó çàäàíà âñþäè âèçíà÷åíà áiíàðíà îïåðàöiÿ
���, ùî ÿê ïðàâèëî, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæåííÿì (â îêðåìèõ âèïàäêàõ
� äîäàâàííÿì, êîëè âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ���).

Âiäçíà÷èìî, ùî â ãðóïî¨äi íà áiíàðíó îïåðàöiþ ��� íå íàêëà-
äàþòüñÿ íiÿêi îáìåæåííÿ.

Ãðóïî¨ä xG, �y íàçèâàþòü íàïiâãðóïîþ, ÿêùî éîãî îïåðàöiÿ
��� àñîöiàòiâíà, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a,

	
c íîñiÿ G âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü a � pb � cq � pa � bq � c.
Ãðóïî¨ä xG, �y íàçèâàþòü ìîíî¨äîì, ÿêùî éîãî îïåðàöiÿ ���

àñîöiàòiâíà i âiäíîñíî ��� iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò (îäèíèöÿ),
òîáòî åëåìåíò, ñêàæiìî, 1, ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: a �1 � 1 �a � a

äëÿ áóäü-ÿêîãî a P G. Òîìó ìîíî¨ä ùå íàçèâàþòü íàïiâãðóïîþ ç

îäèíèöåþ.
Ñåðåä íàïiâãðóï âèäiëÿþòü íàïiâãðóïè ç êîìóòàòèâíîþ îïå-

ðàöi¹þ `�� êîììóòàòèâíûå íàïiâãðóïè.
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Ãðóïî¨ä xG, �y íàçèâàþòü ãðóïîþ, ÿêùî éîãî îïåðàöiÿ ��� àñî-
öiàòiâíà, iñíó¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò (îäèíèöÿ) 1 âiäíîñíî îïåðàöi¨
��� i äëÿ êîæíîãî a P G iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a1 P G, çâàíèé îáåð-

íåíèì äî a, ùî a � a1 � a1 � a � 1. ßê ïðàâèëî, çâîðîòíèé åëåìåíò
a1 ïîçíà÷à¹òüñÿ a�1, i, ÿê ìîæíà ïîêàçàòè, öåé çâîðîòíèé åëåìåíò
¹äèíèé.

Iíøèìè ñëîâàìè, ãðóïà � öå ìîíî¨ä, â ÿêîìó äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà iñíó¹ éîìó çâîðîòíèé. Àáî iíàêøå, ãðóïà � öå íàïiâãðóïà
ç îäèíèöåþ i îáåðíåíèì åëåìåíòîì.

Ñåðåä óñiõ ãðóï âàæëèâå ìiñöå çàéìàþòü ãðóïè ç êîìóòà-
òèâíiâíîþ îïåðàöi¹þ ���, òàê çâàíi êîìóòàòèâíi, àáî àáåëåâi ãðóïè.

Ïðèêëàäè. Ïðîiëþñòðó¹ìî ââåäåíi àëãåáðà¨÷íi êîíñòðóêöi¨
íà ðÿäi ïðèêëàäiâ.

� Ââåäåìî îïåðàöiþ �r� íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N
íàñòóïíèì ÷èíîì: n r m = n � m, ÿêùî n ¥ m, i n r m � 0 â
iíøèõ âèïàäêàõ. Öÿ îïåðàöiÿ âñþäè âèçíà÷åíà, àëå íå àñîöiàòiâíà,
îñêiëüêè íàïðèêëàä, 2 r (3r2) � 1, ó òîé ÷àñ ÿê (2r3)r2 � 0. Îò-
æå, ìíîæèíà N âiäíîñíî ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ `r"ÿâëÿ¹ ñîáîþ ãðóïî¨ä
i òiëüêè éîãî.

� Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N� âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ îïå-
ðàöi¨ äîäàâàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë áóäå (êîìóòàòèâíîþ) íàïiâ-
ãðóïîþ áåç íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà (àëå íå áóäå ìîíî¨äîì iç-çà âiä-
ñóòíîñòi íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà), ó òîé ÷àñ ÿêN� âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âæå áóäå (êîìóòàòèâíûì) ìîíî¨äîì,
òîáòî êîìóòàòèâíîþ ïîëóãðóïïîé ç îäèíèöåþ, ÿêîþ ¹ çâè÷àéíà îäè-
íèöÿ 1.

� Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë Z âiäíîñíî çâè÷àéíîãî äîäàâàííÿ
áóäå êîìóòàòèâíîþ ãðóïîþ, ó ÿêié 0 ¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò, à â
ÿêîñòi çâîðîòíîãî åëåìåíòà äî öiëîãî ÷èñëà z âèñòóïà¹ ïðîòèëåæíå
éîìó ÷èñëî �z. Ñòîñîâíî æ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ Z ÿâëÿ¹ ñîáîþ
íå áiëüø íiæ êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä, ó ÿêîãî 1 ¹ íåéòðàëüíèì åëå-
ìåíòîì. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî âèêîíó¹òüñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi
ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ, îòðèìó¹ìî iíøó ôîðìóëèðîâêó òî-
ãî, ùî Z óòâîðþ¹ êiëüöå (àëå íå ïîëå) öiëèõ ÷èñåë.

� Ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë (Q i R) ¹ êîìó-
òàòèâíèìè ãðóïàìè ÿê âiäíîñíî äîäàâàííÿ, òàê i âiäíîñíî ìíîæåí-
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íÿ. Áiëüøå òîãî, âîíè ¹ ïîëÿìè. Ó öüîìó çâ'ÿçêó öiêàâî çàçíà÷èòè,
ùî ïîëå ìîæíà ùå âèçíà÷èòè ÿê ìíîæèíó ç äâîìà äiþ÷èìè íà
íüîìó îïåðàöiÿìè � äîäàâàííÿì i ìíîæåííÿì, âiäíîñíî ÿêèõ öÿ
ìíîæèíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ äâi àáåëåâû ãðóïè, îäíà ç íóëåì, à iíøà ç
îäèíèöåþ, ÿêi ÿâëÿþòü ñîáîþ ¨õ íåéòðàëüíi åëåìåíòè; ïðè öüîìó
îïåðàöi¨ ïîâ'ÿçàíi îäíà ç îäíîþ çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòi ìíîæåí-
íÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ.

1.7 Ñèñòåìè ÷èñëåííÿ. Ïîçèöiéíi ñèñòåìè ÷èñ-

ëåííÿ

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòè ìîæëèâiñòü ãîâîðèòè ïðî ÷èñëà, çàïèñóâàòè ¨õ
òà âèêîíóâàòè îá÷èñëåííÿ òà îïåðàöi¨ ç íèìè, íåîáõiäíî ìàòè çàñîáè
çàïèñó ÷èñåë. I öi çàñîáè ìàþòü íàçâó ñèñòåì ÷èñëåííÿ. (Âèùå ìè
ó ñêðèòié ôîðìi âèêîðèñòîâóâàëè äåñÿòêîâó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ.)

Ðîçðiçíÿþòü òàêi òèïè ñèñòåì ÷èñëåííÿ: ïîçèöiéíi, íåïîçè-
öiéíi i çìiøàíi.

Çàïèñ ÷èñåë â òié ÷è iíøié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà
äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ çíàêiâ, çâàíèõ öèôðàìè. ßê ïðàâèëî, çàïèñ
÷èñëà ¹ ëiíiéíîþ ïîñëiäîâíiñòþ öèôð (òîáòî ñëîâî, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç öèôð), â ÿêié ìîæóòü çóñòði÷àòèñÿ ñïåöiàëüíi ðîçäiëîâi çíàêè,
íàïðèêëàä, êîìà àáî êðàïêà.

Ó ïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ îäíà i òà ñàìà öèôðà íà-
áóâà¹ ðiçíèõ çíà÷åíü çàëåæíî âiä ñâî¹¨ ïîçèöi¨ ïðè çàïèñó ÷èñåë ó
âèãäÿäi (ëiíiéíî¨) ïîñëiäîâíîñòi öèôð. Òàêèì ÷èíîì, ïîçèöiÿ öèôðè
ìà¹ �âàãó� ó ÷èñëi. Çäåáiëüøîãî âàãà êîæíî¨ ïîçèöi¨ êðàòíà äåÿêî-
ìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó p, p ¡ 1, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ îñíîâîþ ñèñòåìè
÷èñëåííÿ.

Ó íåïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ âåëè÷èíà, ÿêó ïîçíà÷à¹
öèôðà, íå çàëåæèòü âiä ïîçèöi¨ ¨¨ ó ÷èñëi, õî÷ ñèñòåìà ìîæå íàêëà-
äàòè îáìåæåííÿ íà ïîçèöi¨ öèôð òà ¨õ ïîðÿäîê, íàïðèêëàä, ùîá âî-
íè áóëè ðîçòàøîâàíi çà ñïàäàííÿì ÷è çãðóïîâàíi çà çíà÷åííÿì, ùî
íå ¹ ïðèíöèïîâîþ óìîâîþ äëÿ ðîçóìiííÿ ÷èñåë, ùî çàïèñàíi ó òà-
êèõ ñèñòåìàõ. Òèïîâèì ïðèêëàäîì íåïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ¹
ðèìñüêà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ, â ÿêié ó ÿêîñòi öèôð âèêîðèñòîâóþòüñÿ
ëàòèíñüêi ëiòåðè.

Çìiøàíà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì ñèñòåìè ÷èñëåí-
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íÿ ç îñíîâîþ p i ¨¨ ÷àñòî âiäíîñÿòü äî ïîçèöiéíèõ ñèñòåì ÷èñëåííÿ.
Ó ïîäàëüøîìó íàñ áóäóòü öiêàâèòè òiëüêè ïîçèöiéíi ñèñòåìè ÷èñ-
ëåííÿ.

Âèíàõiä ïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, çàñíîâàíî¨ íà ïîìiñ-
íîìó çíà÷åííi öèôð, ïðèïèñóþòü øóìåðàì i âàâèëîíÿíàì. �¨ áóëî
ðîçâèíóòî iíäóñàìè.

Áóäü-ÿêà ïîçèöiéíà ñèñòåìà ÷èñëåííÿ, ùî ðîçãëÿäàåòüñÿ
íèæ÷å, âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì p ¡ 1, çâàíèì îñíîâîþ ñèñòåìè ÷èñ-
ëåííÿ. Ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ p òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ p-è÷íîþ
(çîêðåìà, âîíà ìîæå áóòè ÷åòâåðè÷íîþ, äâiéêîâîþ, âiñiìêîâîþ, äå-
ñÿòêîâîþ àáî øiñòíàäöÿòêîâîþ).

Îñíîâà ïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ íå çîáîâ'ÿçàíà áóòè íà-
òóðàëüíèì ÷èñëîì, óçãîäæåíó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ ìîæíà ñòâîðèòè ç
îñíîâîþ. ÿêèì ÿâëÿåòüñÿ âiä'¹ìíå öiëå, ðàöiîíàëüíå àáî iððàöiî-
íàëüíå ÷èñëî (íàïðèêëàä, íåþ ìîæå áóòè òàê çâàíèé �çîëîòèé ïå-
ðåòèí� àáî ÷èñëî π). Àëå íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè ÷èñ-
ëåííÿ òiëüêè ç íàòóðàëüíîþ îñíîâîþ.

Äëÿ çàäàííÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà â p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ
íåîáõiäíî ìàòè p öèôð, ïî÷èíàþ÷è ç 0 äëÿ íóëÿ i 1 äëÿ îäèíèöi. Äëÿ
ïîçíà÷åííÿ ÷èñåë â ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ âiä äâîõ äî øiñò-
íàäöÿòi iñíóþòü òàêi óçãîäæåííÿ: öèôðà 0 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ
ïîçíà÷åííÿ ÷èñëà �íóëü�, öèôðà 1 � äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÷èñëà �îäèí�,
. . ., öèôðà 9 � äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÷èñëà �äåâ'ÿòü�, çàãëàâíà ëàòèíñüêà
ëiòåðà (öèôðà) A � äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÷èñëà �äåñÿòü�, çàãëàâíà ëà-
òèíñüêà ëiòåðà (öèôðà) B � äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÷èñëà �îäèíàäöÿòü�,
. . ., çàãëàâíà ëàòèíñüêà ëiòåðà (öèôðà) F � äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÷èñëà
�ï'ÿòíàäöÿòü�.

Íàïðèêëàä, ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ
öèôði 0 i 1, ó ñiìêîâié ñèñòåìi âèêîðèñòîâóþòüñÿ öèôðè âiä 0 äî 6

âêëþ÷íî, ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi âèêîðèñòîâóþòüñÿ öèôðè âiä 0 äî 9

âêëþ÷íî, ó äâàíàäöÿòèðè÷íié ñèñòåìi âèêîðèñòîâóþòüñÿ öèôðè âiä
0 äî 9 âêëþ÷íî òà öèôðè-ëiòåðè A i B, ó øiñíàäöÿòêîâié ñèñòåìi
âèêîðèñòîâóþòüñÿ öèôðè âiä 0 äî 9 âêëþ÷íî òà öèôðè-ëiòåðè âiä
A äî F âêëþ÷íî.

Íàòóðàëüíå ÷èñëî x â p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ çàäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòåïåíiâ ÷èñëà p:
x � p�q°n�1

k�0 ak � pk, äå êîæíà ak � îäíà ç öèôð p-è÷íî¨ ñèñòåìè
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÷èñëåííÿ.
Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü òàêîãî ïîäàííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

çàáåçïå÷óþòü âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi äiëåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iç
çàëèøêîì.

Î÷åâèäíî, ùî âiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà ìàþòü àíàëîãi÷íó ôîðìó
ïîäàííÿ â p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ: x � �°n�1

k�0 ak � pk, äå êîæíà
ak � îäíà ç öèôð p-è÷íî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ. Òîáòî áóäü-ÿêå öiëå

÷èñëî ìà¹ âèãëÿä �°n�1
k�0 ak � pk.

Êîæíèé ñòåïiíü pk ó òàêîìó çàïèñi íàçèâà¹òüñÿ ðîçðÿäîì

(ïîçèöi¹þ). Ñòàðøèíñòâî ðîçðÿäiâ òà âiäïîâiäíèõ ¨ì öèôð âèçíà-
÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà ñòåïåíÿ k. Çàçâè÷àé äëÿ íåíóëüîâîãî
÷èñëà x âèìàãàþòü, ùîá ñòàðøà öèôðà an�1 ó p-è÷íîìó ïîäàííi x
áóëà òàêîæ íåíóëüîâîþ.

ßêùî íå âèíèêà¹ ðiçíî÷èòàíü, íàòóðàëüíå (òîáòî
íåâiä'¹ìíå öiëå) ÷èñëî x çàïèñóþòü ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi éîãî
p-è÷íèõ öèôð, ùî ïåðåðàõîâóþòüñÿ çà çìåíøåííÿì ñòàðøèíñòâà
ðîçðÿäiâ çëiâà íàïðàâî: x � p�qan�1 . . . a1a0.

Î÷åâèäíî, ùî âiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä
ó ôîðìi ïîñëiäîâíîñòi: x � �an�1 . . . a1a0.

Ïîáóäîâó (ïîçèöiéíîãî) çàïèñó ÷èñëà íàçèâàþòü ïîçèöiéíèì
êîäóâàííÿì ÷èñëà, à ñàì çàïèñ � ïîçèöiéíèì êîäîì ÷èñëà.

Íàïðèêëàä, ÷èñëî ñòî äåâ'ÿòü çàäà¹òüñÿ â äåñÿòêîâié ñè-
ñòåìi ÷èñëåííÿ ó âèãëÿäi: 109 � 1 � 102 � 0 � 101 � 9 � 100.

Ùîá óíèêíóòè ïëóòàíèíè ïðè îäíî÷àñíié ðîáîòi ç êiëüêî-
ìà ñèñòåìàìè ÷èñëåííÿ, îñíîâà (p) ñèñòåìè ÷èñëåííÿ âêàçó¹òüñÿ â
ÿêîñòi íèæíüîãî iíäåêñó. Íàïðèêëàä, 10910.

Òàê, äëÿ ÷èñëà ñòî äåâ'ÿòü ìà¹ìî òàêå éîãî ïîäàííÿ ó øiñò-
íàäöÿòêîâié ñèñòåìi: 6D16. Ó äâiéêîâié ñèñòåìi âîíî çàïèñó¹òüñÿ ÿê
11011012.

Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è n ïîçèöié, ó p-i÷íî¨ ñèñòåìi
÷èñëåííÿ ìîæíà çàïèñàòè òiëüêè pn ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à
ñàìå, ÷èñëà âiä 0 äî pn � 1.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ïîäàííÿ ðàöiîíàëüíiõ i äiéñíèõ ÷èñåë â
ïîçèöiéíèõ ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî áóäü-ÿêà (íåñêií÷åííà) ñóìà âèäó°8
j�1 bj � p�j ,

äå b1, b2, . . . � öèôðè p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, çàäà¹ ó p-è÷íié
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ñèñòåìi ÷èñëåííÿ äåÿêå äîäàòíå (äðîáîâå) äiéñíå ÷èñëî x, íå áiëüøå
çà îäèíèöþ, i íàâïàêè, áóäü-ÿêå äîäàòíå (äðîáîâå) äiéñíå ÷èñëî x,
íå áiëüøå çà îäèíèöþ, ìà¹ öå ïîäàííÿ ó p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

ßêùî ó ñóìi âèùå, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî q, óñi bq�i � 0, òî
ìîæíà ââàæàòè, ùî ñóìà ìà¹ âèãëÿä ñêií÷åííîãî âèðàçó.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ïîäàííÿ x ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi éîãî p-
è÷íèõ öèôð, ìà¹ìî (ìîæëèâî, ñêií÷åííèé) çàïèñ äëÿ x: 0, b1b2 . . ..

Òîìó áóäü-ÿêå íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî x ìà¹ âèãëÿä°n�1
k�0 ak � pk �

°8
j�1 bj � p�j .

Ïåðåõîäÿ÷è äî çàïèñó x ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi éîãî p-
è÷íèõ öèôð, ìà¹ìî (ñêií÷åííó àáî íåñêií÷åííó) ñòðîêó öèôð
an�1 . . . a1a0, b1b2 . . ..

Biä'¹ìíi äiéñíi ÷èñëà ìàþòü âèãëÿä:
�p°n�1

k�0 ak � pk �
°8
j�1 bj � p�jq, àáî �an�1 . . . a1a0, b1b2 . . ..

Àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ é
äiëåííÿ ó p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ìîæíà âèêîíóâàòè òèì ñàìèì
÷èíîì, ùî é ó ðàçi äåñÿòêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, òîáòî çàäàâøè òàá-
ëèöè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ÷èñåë, ùî âiäïîâiäàþòü öèôðàì ñèñòå-
ìè. Ïðè öüîìó òðåáà ïàì'ÿòàòè, ùî äiéñíå ÷èñëî ¹ ñêií÷åííèì àáî
íåñêií÷åííèì äåñÿòêîâèì äðîáîì. Òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ àðèôìå-
òè÷íèõ îïåðàöié íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè ó áóäü-ÿêié p-è÷íié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ ïîòðiáíî, ÿê i ó âèïàäêó äåñÿòêîâî¨ ñèñòåìè, íåñêií÷åííå
ïîäàííÿ ÷èñëà çàìiíþâàòè éîãî ñêií÷åííèì ïîäàííÿì çà äîïîìî-
ãîþ îïåðàöi¨ îêðóãëåííÿ ÷èñåë i âèêîíóâàòè àðèôìåòè÷íi äi¨ âæå ç
îêðóãëåíèìè ÷èñëàìè.

Â ñèëó òâåðäæåííÿ 1.4 âñå ñêàçàíå âèùå ïðî ïîäàííÿ äiéñíèõ
÷èñåë â ñèñòåìi ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ p ìà¹ ìiñöå i äëÿ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë. Çíà÷èòü, àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè,
ùî áóëè ââåäåíi â ðîçäiëi ïðî ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ìîæíà çàìiíèòè
àðèôìåòè÷íèìè äiÿìè ç ñêií÷åíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ÷èñåë, ùî ïî-
äàþòü ðàöiîíàëüíi ÷èñëà â òié ÷è iíøié p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.
Ïðàâäà, ïðè öüîìó ìîæå âèÿâèòèñÿ, ùî ðåçóëüòàò, ÿêèé áóâ áè òî÷-
íèì ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì ïðè âèêîðèñòàííi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i
àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié íàä íèìè ó ôîðìi âèõiäíèõ âèçíà÷åíü iç
ðîçäiëó ïðî ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ñòà¹ éîãî íàáëèæåíèì âèðàçîì.

Âiäìiòèìî, ùî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ¹ êî-
ìóòàòèâíèìè i àñîöiàòèâíèìè îïåðàöiÿìè ó áóäü-ÿêié p-è÷íié ñè-
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ñòåìi ÷èñëåííÿ. Äëÿ íèõ òàêîæ ìà¹ ìiñöå äèñòðèáóòèâíiñòü ìíî-
æåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ. Êðiì öüîãî, â áóäü-ÿêèé p-i÷íîé ñèñòåìi
÷èñëåííÿ äëÿ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ iñíóþòü óñþäè ïåâíi çâîðîò-
íi îïåðàöi¨ � âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ. Òîáòî òå, ùî Q i R ¹ ïîëÿìè,
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó îñíîâè p ñèñòåìè ÷èñëåííÿ äëÿ ïîäàííÿ
ðàöiîíàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi p-è÷íiõ çàïèñiâ.

1.8 Ïåðåâåäåííÿ iç îäíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ó

äðóãó

Ìè äàìî òiëüêè ïðàâèëà ïåðåâåäåííÿ ÷èñåë iç îäíî¨ ñèñòåìè ÷èñ-
ëåííÿ ó äðóãó, íå çóïèíÿþ÷èñü íà îáãðóíòóâàííi ¨õ ïðàâèëüíîñòi.

1.8.1 Ïåðåâåäåííÿ â äåñÿòêîâó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ

ßêùî äàíî òàêå ÷èñëî â p-è÷íié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ:
�an�1 . . . a1a0, b1b2 . . . bm,

òî äëÿ ïåðåâåäåííÿ â äåñÿòêîâó ñèñòåìó îá÷èñëþ¹ìî òàêó ñóìó:
�p°n�1

k�0 ak � pk �
°m
j�1 bj � p�jq

àáî, â áiëüø íàî÷íîìó âèãëÿäi:
�pan�1 � pn�1 � . . . � a1 � p � a0� b1 � p�1 � b2 � p�2 � . . .

�bm � p�mq.
Íàïðèêëàä: 101100, 0012 � 1 � 25 � 0 � 24 � 1 � 23 �1 � 22

�0�21�0�20� 0� 2�1� 0�2�2�1�2�3 � 32�8 �4 �1{8 � 44, 12510.

1.8.2 Ïåðåâåäåííÿ ç äåñÿòêîâî¨ ñèñòåìè
÷èñëåííÿ ó iíøó ñèñòåìó

Îêðåìî ïåðåâîäÿòüñÿ öiëà òà äðiáíà ÷àñòèíè.
Äëÿ ïåðåâåäåííÿ öiëî¨ ÷àñòèíè ïîòðiáíî ñïî÷àòêó íà îñíîâó

ïîäiëèòè ç çàëèøêîì âèõiäíå öiëå ÷èñëî, ïîòiì ïîòðiáíî íà îñíîâó
ïîäiëèòè ç çàëèøêîì îòðèìàíå íåïîâíó ÷àñòêó i òàê ïîñòóïàòè äî
òèõ ïið, ïîêè íåïîâíà ÷àñòêà íå ñòàíå ðiâíîþ íóëþ.

Îòðèìàíi ïðè äiëiííi çàëèøêè ¹ öèôðàìè öiëî¨ ÷àñòèíè
âèõiäíîãî ÷èñëà ó íîâié ñèñòåìi, ÿêi çàïèñóþòü, ïî÷èíàþ÷è ç îñòàí-
íüîãî íåíóëüîâîãî çàëèøêó.

Äëÿ ïåðåâåäåííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè ïîòðiáíî âèêîíàòè íà-
ñòóïíå. Äðîáîâó ÷àñòèíó âèõiäíîãî äåñÿòêîâîãî ÷èñëà ïîìíîæèòè
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íà îñíîâó ñèñòåìè, â ÿêó ïîòðiáíî ïåðåâåñòè. Âèäiëèòè â íüîìó
äðîáîâó ÷àñòèíó. Ïðîäîâæóâàòè ïîñëiäîâíî ìíîæèòè îäåðæóâàíi
äðîáîâi ÷àñòèíè íà îñíîâó íîâî¨ ñèñòåìè äî òèõ ïið, ïîêè ÷åðãîâà
äðîáîâà ÷àñòèíà íå ñòàíå ðiâíîþ 0, àáî çóïèíèòèñÿ ïiñëÿ äîñÿãíåí-
íÿ íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi ïîäàííÿ ÷èñëà (ïðîöåñ ìíîæåííÿ ìîæå áóòè
íåñêií÷åííèì).

Äðîáîâó ÷àñòèíó âèõiäíîãî ÷èñëà â íîâié ñèñòåìi ñêëàäàþòü
öèôðè, ÿêè ïîñëiäîâíî ç'ÿâëÿþòüñÿ â öiëié ÷àñòèíi ðåçóëüòàòó ìíî-
æåííÿ ïðîìiæíèõ äðîáîâèõ ÷àñòèí íà îñíîâó i ÿêè çàïèñóþòüñÿ â
ïîðÿäêó, âiäïîâiäíîìó ¨õ îòðèìàííþ.

Íàðèêëàä, ïåðåâåäåìî 44, 12510 ó ÷åòâåðè÷íó ñèñòåìó.
Äëÿ öiëî¨ ÷àñòèíè ìà¹ìî: 44 äiëèìî íà 4: íåïîâíà ÷àñòêà �

11, çàëèøîê � 0; 11 äiëèìî íà 4: íåïîâíà ÷àñòêà � 2, çàëèøîê � 3;
2 äiëèìî íà 4: íåïîâíà ÷àñòêà � 0, çàëèøîê � 2; Äiëåííÿ çàêií÷åíî.

Òåïåð, çàïèñàâøè çàëèøêè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó âiäíîñíî
¨õ ïîÿâè, îòðèìà¹ìî ÷èñëî 2304.

Äëÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè 0, 12510 ìà¹ìî: 0, 125 ìíîæèìî íà 4:
äîáóòîê � 0, 5, öiëà ÷àñòèíà � 0, äðîáîâà ÷àñòèíà � 0, 5; 0, 5 ìíî-
æèìî íà 4: äîáóòîê � 2, 0, öiëà ÷àñòèíà � 2, äðîáîâà ÷àñòèíà � 0;
ìíîæåííÿ çàêií÷åíî.

Òåïåð, çàïèñóþ÷è ïiñëÿ íóëÿ ç êîìîþ öiëi ÷àñòèíè â ïîðÿäêó
¨õ ïîÿâè, îòðèìà¹ìî ÷èñëî 0, 024, ÿêå ¹ äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ âèõiä-
íîãî ÷èñëà ó ÷åòâåðè÷íîé ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.

Òîáòî, âèõiäíå ÷èñëî 44, 12510 ¹ 230, 024.

1.8.3 Ïåðåâåäåííÿ ç äâiéêîâî¨ ó ÷åòâåðè÷íó, âiñiìêîâó i
øiñòíàäöÿòêîâó ñèñòåìè

Äëÿ öüîãî òèïó îïåðàöié iñíó¹ ñïðîùåíèé àëãîðèòì. Äëÿ éîãî íà-
î÷íîñòi ðîçãëÿíåìî ïåðåâåäåííÿ ç äâiéêîâî¨ ó âiñiìêîâó ñèñòåìó.

Ïî-ïåðøå, ðîçáèâà¹ìî äâiéêîâèé çàïèñ ÷èñëà, ùî ïåðåâî-
äèòüñÿ, íà òðiéêè öèôð: äëÿ öiëî¨ ÷àñòèíè � çïðàâà íàëiâî, äî-
ïèñóþ÷i íóëi äëÿ ñòâîðåííÿ òðiéêè íà ïî÷àòêó öiëî¨ ÷àñòèíè, ó ðàçi
òàêî¨ ïîòðåáè, i äëÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè � çëiâà íàïðàâî, äîïèñóþ÷è
íóëi äëÿ ñòâîðåííÿ òðiéêè ó êiíöi äðîáîâî¨ ÷àñòèíè, ó ðàçi òàêî¨ ïî-
òðåáè. (Ó âèïàäêó ÷åòâåðè÷íî¨ i øiñòíàäöÿòêîâî¨ ñèñòåì äâiéêîâèé
çàïèñ ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâiéêè i ÷åòâiðêè öèôð.)
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Ïåðåòâîðèìî òðiéêè öèôð ó âiñiìêîâi öiôðè çà òàêîþ òàá-
ëèöåþ: 000 � 0, 001 � 1, 010 � 2, 011 � 3, 100 � 4, 101 � 5, 110 � 6,
111� 7. (Ó âèïàäêó øiñòíàäöÿòêîâî¨ ñèñòåìè ìà¹ìî òàêó òàáëèöþ:
0000 � 0, 0001 � 1, 0010 � 2, 0011 � 3, 0100 � 4, 0101 � 5, 0110 � 6,

0111� 7, 1000� 8, 1001� 9, 1010�A, 1011�B, 1100�C, 1101�D,
1110�E, 1111�F . À äëÿ ÷åòâåðè÷íî¨ ñèñòåìè òàáëèöÿ ìà¹ âèãëÿä:
00� 0, 01� 1, 10� 2, 11� 3.)

Íàïðèêëàä, 1101100, 012 cïî÷àòêó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà òàêi
òðiéêè: 001 101 100,010. Ïiñëÿ çàìiíè òðiéîê öèôðàìè îòðèìà¹ìî
âiñiìêîâèé çàïèñ: 154, 28.

Äëÿ øiñòíàäöÿòêîâî¨ ñèñòåìè çïî÷àòêó �ãåíåðó¹ìî� ÷åòâið-
êè: 0110 1100, 0100, ÿêi ïîòiì �òðàíñôîðìó¹ìî� ó øiñòàíäöÿòêîâå
÷èñëî 6C, 416.

Äëÿ ÷åòâåðè÷íî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ìà¹ìî ÷èñëî 1230, 14.
Äiþ÷è çâîðîòíèì ÷èíîì, òîáòî çàìiíþþ÷è øiñò-

íàäöÿòêîâi, âiñiìêîâi àáî ÷åòâåðè÷íi öèôðè ðîçãëÿäà¹ìî-
ãî ÷èñëi ¨õ äâiéêîâèìè êîäàìè, ìè ëåãêî ïåðåõîäèìî âiä
øiñòíàäöÿòêîâîãî, âiñiìêîâîãî àáî ÷åòâåðè÷íîãî çàïèñó öüî-
ãî ÷èñëà äî éîãî äâiéêîâîãî ïîäàííÿ. Íàïðèêëàä, ÷èñëî
74F,C16 ¹ 0111 0100 1111, 11002 p� 11101001111, 112q, 341, 128
� 011 100 001, 001 0102 p� 11100001, 001012q, à 132, 124 �
01 11 10, 01 102 p� 11110, 0112q.
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2 Ïðî ìíîæèíè

Äîñâiä ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè òà ¨¨ àíàëiç ¨¨ ïîêàçóþòü, ùî ìíîæè-
íè ñëóæàòü òèì îñíîâíèì åëåìåíòàðíèì ìàòåðiàëîì, íà áàçi ÿêîãî
áóäóþòüñÿ âñi îñíîâíi ìàòåìàòè÷íi òåîði¨. Çâiäñè âèïëèâà¹ óíiâåð-
ñàëüíiñòü iäå¨ ìíîæèíè i ìîâè òåîði¨ ìíîæèí äëÿ ìàòåìàòèêè, ÿê
íåïåðåðâíî¨, òàê i äèñêðåòíî¨.

Îñíîâè òåîði¨ ìíîæèí áóëè çàêëàäåíi âiäîìèì íiìåöüêèì
ìàòåìàòèêîì Ãåîðãîì Êàíòîðîì ó äðóãié ïîëîâèíi 19-ãî ñòîëiòòÿ.
Ïîÿâà òåîði¨ ìíîæèí áóëà çóñòðiíóòà ç åíòóçiàçìîì áàãàòüìà àâòî-
ðèòåòíèìè ìàòåìàòèêàìè. Âîíè ïîáà÷èëè â íié ìîæëèâiñòü ñòâî-
ðåííÿ ìåòàìîâè ìàòåìàòèêè, òîáòî ôîðìàëüíî¨ îäíîñòàéíî¨ ñèñòå-
ìè ïîíÿòü i ïðèíöèïiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ìîæíà áóëî á âèêëàñòè
ç ¹äèíèõ ïîçèöié çìiñò ðiçíîìàíiòíèõ òðàäèöiéíî äàëåêèõ îäèí âiä
îäíîãî ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè. Ïåðøi òàêi äîñèòü óñïiøíi ñïðîáè áó-
ëè âèêîíàíi âæå íåçàáàðîì ïiñëÿ âèíèêíåííÿ êàíòîðiâñüêî¨ òåîði¨
ìíîæèí.

Îäíàê ïiçíiøi äîñëiäíèêè âèÿâèëè â òåîði¨ Êàíòîðà ÷èìàëî
ñóïåðå÷íîñòåé: òàê çâàíèõ ïàðàäîêñiâ, àáî àíòèíîìié. Âèíèêëà êðè-
çîâà ñèòóàöiÿ. Îäíà ÷àñòèíà ìàòåìàòèêiâ, ïîñèëàþ÷èñü íà øòó÷-
íiñòü ñôîðìóëüîâàíèõ àíòèíîìié, ââàæàëà çà êðàùå íå ïîìi÷àòè öi
ñóïåðå÷íîñòi àáî íå íàäàâàòè ¨ì âåëèêîãî çíà÷åííÿ. Ó òîé ÷àñ ÿê
iíøà ãðóïà ìàòåìàòèêiâ çîñåðåäèëà ñâî¨ çóñèëëÿ íà ïîøóêàõ áiëüø
îáãðóíòîâàíèõ òà òî÷íèõ ïðèíöèïiâ i êîíöåïöié, íà ÿêèõ ìîãëà á
áóòè ïîáóäîâàíà íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ ìíîæèí. Ó ðåçóëüòàòi áóëî
çàïðîïîíîâàíî äåêiëüêà ôîðìàëüíèõ (àáî àêñiîìàòè÷íèõ) ñèñòåì,
ÿêi ñëóæàòü ôóíäàìåíòîì ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ìíîæèí, à çíà÷èòü, ôóí-
äàìåíòîì âñi¹¨ êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè. Âàæëèâiñòü öèõ äîñëiäæåíü
ñåðåä iíøîãî ïiäêðåñëþ¹ òîé ôàêò, ùî çíà÷íèé âíåñîê ó ñòàíîâëåí-
íÿ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ìíîæèí çðîáèëè òàêi âèäàòíi ìàòåìàòèêè i
ìèñëèòåëi, ÿê Á.Ðàññåë, Ä.Ãiëüáåðò, Ê.Ãåäåëü, Ï.Áåðíàéñ òà ií.

Äîêëàäíiøå ç iñòîði¹þ âèíèêíåííÿ òà ðîçâèòêó òåîði¨
ìíîæèí ìîæíà îçíàéîìèòèñü, ïðî÷èòàâøè öiêàâó ìîíîãðàôiþ
À.Ôðåíêåëÿ i I.Áàð-Õiëëåëà �Îñíîâàíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ� àáî êíè-
ãó Ì.Êëàéíà �Ìàòåìàòèêà. Óòðàòà îïðåäåëåííîñòè�.
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2.1 Åëåìåíòè i ìíîæèíè

Äëÿ íàøèõ öiëåé äîñòàòíüî áóäå âèêëàäåííÿ îñíîâ òàê çâàíî¨ ií-
òó¨òèâíî¨, àáî íà¨âíî¨ òåîði¨ ìíîæèí, ÿêà â ãîëîâíèõ ñâî¨õ ïîëî-
æåííÿõ çáåðiãà¹ iäå¨ òà ðåçóëüòàòè çàñíîâíèêà òåîði¨ Ã.Êàíòîðà.

Â iíòó¨òèâíié òåîði¨ ìíîæèí ïîíÿòòÿ �åëåìåíò� òà �ìíîæè-
íà� íàëåæèòü äî ïåðâèííèõ íåâèçíà÷àëüíèõ ïîíÿòü, òîáòî âîíè íå
ìîæóòü áóòè îçíà÷åíî ÷åðåç iíøi áiëüø ïðîñòi òåðìiíè àáî îá'¹êòè,
à ïîÿñíþþòüñÿ íà ïðèêëàäàõ, àïåëþþ÷è äî íàøî¨ óÿâè òà iíòó¨öi¨.
Òàêèìè ïîíÿòòÿìè â ìàòåìàòèöi ¹ òàêîæ ïîíÿòòÿ �÷èñëî�, �ïðÿìà�,
�òî÷êà�, �ïëîùèíà� òîùî.

Êàíòîðiâñüêå ðå÷åííÿ: �Ìíîæèíà � öå çiáðàííÿ â ¹äèíå öiëå
âèçíà÷åíèõ îá'¹êòiâ, ÿêi ÷iòêî ðîçðiçíÿþòüñÿ íàøîþ iíòóiöi¹þ àáî
íàøîþ äóìêîþ� � áåçóìîâíî íå ìîæå ââàæàòèñÿ ñòðîãèì ìàòåìà-
òè÷íèì îçíà÷åííÿì, à ¹ ñêîðiøå ïîÿñíåííÿì ïîíÿòòÿ ìíîæèíè, ÿêå
çàìiíÿ¹ òåðìií �ìíîæèíà� íà òåðìií �çiáðàííÿ�. Iíøèìè ñèíîíiìà-
ìè îñíîâíîãî ñëîâà �ìíîæèíà� ¹ �ñóêóïíiñòü�, �íàáið�, �êîëåêöiÿ�,
�îá'¹äíàííÿ� (òàê çâàíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî îá'¹êòiâ) òîùî. Íàïðè-
êëàä, ñóêóïíiñòü öiëèõ ÷èñåë, ìíîæèíà ñòóäåíòiâ, êîëåêöiÿ êàðòèí
i ò. ä.

Ïðè íàïèñàííi ìíîæèíè ïîçíà÷àþòüñÿ, ÿê ïðàâèëî, âåëèêè-
ìè ëiòåðàìè. Îá'¹êòè, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ çàäàíà ìíîæèíà, íàçèâà-
þòüñÿ ¨¨ åëåìåíòàìè, ÿêè ïîçíà÷àþòüñÿ ìàëèìè ëiòåðàìè ëàòèíñü-
êîãî àëôàâiòó.

Òåîðiÿ ìíîæèí ñïèðà¹òüñÿ íà ïîíÿòòÿ �áóòè åëåìåíòîì ìíî-
æèíè�, ÿêå ââàæà¹òüñÿ îäíîçíà÷íî òðàêòîâàíèì. Òîé ôàêò, ùî
îá'¹êò a ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè X çàïèñó¹òüñÿ òàê: a P X (÷èòà¹òüñÿ:
�a íàëåæèòü (ìíîæèíi) X� àáî �a ¹ åëåìåíòîì (÷ëåíîì) X�), äå P
ñëóæèòü äëÿ ïîçíà÷åííÿ òàê çâàíîãî âiäíîøåííÿ (ïðåäèêàòà) ïðè-
íàëåæíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá ïiäêðåñëèòè, ùî äåÿêèé åëåìåíò a íå
íàëåæèòü ìíîæèíi X, âæèâàþòü ïîçíà÷åííÿ a R X àáî aPX.

Çàïèñ a, b, c, . . . P X âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó
a P X, b P X, c P X, . . ..

ßêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè Y ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè X,
ìíîæèíó Y íàçèâàþòü ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè X, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ
Y � X. Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ êàæóòü, ùî Y âêëþ÷à¹òüñÿ â X

àáî X âêëþ÷à¹ Y , i ïèøóòü X � Y .
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Î÷åâèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíèX âèêîíó¹òüñÿX � X.
Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî â òåîði¨ ìíîæèí ìà¹ ìiñòî òàê çâàíà òðàíçè-
òèâíiñòü âêëþ÷åííÿ �: äëÿ áóäü-ÿêèõ ìíîæèí X, Y i Z ç òîãî, ùî
Z � Y i Y � X, ñëiäêó¹, ùî Z � X.

Äâi ìíîæèíè X i Y ¹ ðiâíèìè (ñïiâïàäàþòü) â òîìó i òiëüêè
òîìó âèïàäêó, êîëè âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ ñàìèõ åëåìåí-
òiâ; çàïèñ X � Y îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè X i Y ðiâíi.

Ç öüîãî âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî X � Y â òîìó i òiëüêè
òîìó âèïàäêó, êîëè X � Y i Y � X, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi äâîõ ìíîæèí.

Ïiäìíîæèíà Y ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ ïiäìíîæè-

íîþ ìíîæèíè X (ïîçíà÷åííÿ � Y � X), ÿêùî Y � X i Y �� X.
Ïóñòîþ ìíîæèíîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü

æîäíîãî åëåìåíòà. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿH. Ââàæà¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ìíîæèíè X ìà¹ ìiñöå H � X.

Ñëiä ÷iòêî ðîçóìiòè ðiçíèöþ ìiæ çíàêàìè P i � i íå ïëóòàòè
ñèòóàöi¨ ¨õíüîãî âæèâàííÿ. ßêùî tau � X, òî a P X, i íàâïàêè.
Îäíàê iç âêëþ÷åííÿ tau � X, âçàãàëi êàæó÷è, íå âèïëèâà¹ tau P X.
Íàïðèêëàä, tau � ta, bu, íî íå âiðíî, ùî tau P ta, bu.

Êðiì ïóñòî¨ ìíîæèíè, ñòàíäàðòíi íàçâè i ïîçíà÷åííÿ ìàþòü
òàêi ìíîæèíè (ÿêi âæå ðîçãëÿäàëèñÿ):

N � t0, 1, 2, . . .u � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
Z � t. . . ,�2,�1, 0,�1,�2, . . .u � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;
Q � tp{q| p P Z, q P N�u � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
R � tBci äåñÿòêîâi (ñêií÷åííi òà íåñêií÷åííi) äðîáèu �

ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;
C � ta� i� b| a P R, b P R, i � óÿâíà îäèíèöÿ, òîáòî i2 � �1u

� ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

2.2 Ñïîñîáè çàäàííÿ ìíîæèí

Iñíó¹ òðè îñíîâíèõ ñïîñîáè çàäàííÿ ìíîæèí.

2.2.1 Çàäàííÿ ÷åðåç ïåðåëiê åëåìåíòiâ

Öåé ñïîñiá ïîëÿãà¹ ó êîíêðåòíîìó çàçíà÷åííi âñiõ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè. Âií çàñòîñîâó¹òüñÿ ëèøå äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí åëåìåí-
òiâ, òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê ìíîæèíà óñiõ êîíòèíåíòiâ � t�âðîïà,
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Àçiÿ, Àìåðèêà, Àôðèêà, Àâñòðàëiÿ, Àíòàðêòèäàu òà ìíîæèíà âñiõ
ðîñiéñüêèõ ãîëîñíèõ ëiòåð � tà, å, è, î, ó, ý, þ, ÿu.

2.2.2 Çàäàííÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòè

Çàâäàííÿ ìíîæèíè ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi � öå êîí-
êðåòíå çàçíà÷åííÿ íàáîðó âëàñòèâîñòåé/âëàñòèâîñòi, ÿêî¨ ïîâèíåí
çàäîâîëüíÿòè âñi åëåìåíòè ìíîæèíè, ùî çàäà¹òüñÿ.

ßêùî ìíîæèíó A çàäàíî õàðàêòåðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ P ,
òî öå çàçâè÷àé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê A � tx | P pxqu. (Òîáòî x P A òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè x çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi P ).

Íàïðèêëàä, ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæå
áóòè çàäàíà ÿê ìíîæèíà N2 � tx | x P N i �x äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó
íà 2�u.

2.2.3 Çàäàííÿ ÷åðåç ïîðîäæóþ÷ó ïðîöåäóðó

Ïîðîäæóþ÷à ïðîöåäóðà � öå ïåâíèé àëãîðèòì (íàïðèêëàä, çàäà-
íèé ó âèãëÿäi ñóêóïíîñòi ïðàâèë àáî îá÷èñëþâàíî¨ ôîðìóëè), âè-
êîíàííÿ ÿêîãî ïðèçâîäèòü äî (ïîñëiäîâíîãî) ïîðîäæåííÿ åëåìåíòiâ
ìíîæèíè.

Òàê, åëåìåíòè âèùåçàçíà÷åíî¨ ìíîæèíè N2 ìîæóòü ðîç-
ãëÿäàòèñÿ ÿê çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ m � 2 � n, ùî îá÷èñëþ¹òüñÿ äëÿ
n � 0, 1, 2, . . .

Iíøèì ïðèêëàäîì ñëóæàòü ÷èñëà Ôiáîíà÷÷i, ïîðîäæåí-
íÿ ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ çà òàêèìè ïðàâèëàìè: a1 � 1, a2 � 2 i
an � an1 � an2 äëÿ n ¡ 2. Îñòàíí¹ ïðàâèëî äîçâîëÿ¹ ïîñëiäîâíî
îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ a3 � a2 � a1 � 3, a4 � 5, a5 � 8 i ò. ä.

2.3 Òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨

Ó ïîäàëüøèõ íàøèõ ìiðêóâàííÿõ ïðî ìíîæèíè ïåðåäáà÷àòèìåòüñÿ
(ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå), ùî âîíè ¹ ïiäìíîæèíàìè äåÿêî¨ ôiêñî-
âàíî¨ ìíîæèíè U , ÿêà, ÿê ïðàâèëî, íàçèâà¹òüñÿ óíèâåðñóìîì. Íà
ïðàêòèöi öþ ìíîæèíó ÷àñòî ÿâíî íå âêàçóþòü, ïðèïóñêàþ÷è, ùî â
ðàçi íåîáõiäíîñòi âîíà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹åòüñÿ ç êîíòåêñòó.
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2.3.1 Ïåðåòèí ìíîæèí

Ïåðåòèíîì ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ
AXB i ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi îäíî÷àñíî
íàëåæàòü îáîì ìíîæèíàì �A i B.

Ôîðìàëüíî ïåðåòèí ìíîæèí âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
AXB � tx | x P A i x P Bu.
Íàïðèêëàä, ta, b, cu X ta, c, du � ta, cu.

2.3.2 Îá'¹äíàííÿ ìíîæèí

Îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ
AYB i ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü
õî÷à á îäíié ìíîæèíi � A àáî B.

Ôîðìàëüíî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
AYB � tx | x P A èëè x P Bu.

Íàïðèêëàä, ta, b, cu Y ta, c, du � ta, b, c, du.

2.3.3 Ðiçíèöÿ ìíîæèí

Ðiçíèöåþ ìíîæèí B i A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ
B � A i ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ ç B, ÿêi íå
íàëåæàòü A.

Ôîðìàëüíî ðiçíèöÿ ìíîæèí âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
B �A � tx | x P B è x R Au.
Íàïðèêëàä, ta, b, cu� ta, c, du � tbu.

2.3.4 Ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìíîæèí

Ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìíîæèí B i A ïîçíà÷à¹òüñÿ B � A i ìiñòèòü
âñi åëåìåíòè ç AYB, ÿêi íàëåæàòü òiëüêè A àáî òiëüêè B.

Ôîðìàëüíî ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìíîæèí ìîæå áóòè âèçíà-
÷åíà òàêèì ÷èíîì:

B �A � pB YAq� pB XAq.
Î÷åâèäíî, ùî âèðàç pB�AqYpA�Bq çàäà¹ òó æ ñàìó ìíîæè-

íó, ùî i pBYAq� pBXAq. Òîìó âií òàêîæ ìîæå âèñòóïàòè â ÿêîñòi
âèçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi. Çàóâàæèìî, ùî B �A � A�B.

Íàïðèêëàä, ta, b, cu � ta, c, du � tb, du.
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2.3.5 Äîïîâíåííÿ ìíîæèíè

Îïåðàöiÿ äîïîâíåííÿ ïåðåäáà÷à¹ íàÿâíiñòü äåÿêîãî óíiâåðñóìó,
ñêàæiìî, U , ÿêèé âêëþ÷à¹ âñi ðîçãëÿäóâàíi ìíîæèíè. Òîäi äîïîâ-
íåííÿ A ìíîæèíè A çàäà¹òüñÿ âèðàçîì A � U �A.

Òîáòî, A ìiñòèòü âñi åëåìåíòè ç óíiâåðñóìó U , ÿêi íå íàëå-
æàòü A. Òîìó U � H i H � U .

Íàïðèêëàä, ÿêùî óíiíåðñóì U � ta, b, c, du, òî
ta, b, cu � tdu.

2.4 Âëàñòèâîñòi îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè

Íåõàé çàäàíî óíiâåðñóì U . Òîäi äëÿ ìíîæèí A,B,C P U âèêîíó-
þòüñÿ òàêi òîòîæíîñòi:
1) iäåìïîòåíòíiñòü: AYA � A,AXA � A;
2) êîìóòàòèâíiñòü: AYB � B YA,AXB � B XA;
3) àñîöiàòèâíiñòü: A Y pB Y Cq � pA Y Bq Y C, A X pB X Cq
� pAXBq X C;
4) ïîãëèíàííÿ: pAXBq YA � A, pAYBq XA � A;
5) äèñòðèáóòèâíiñòü: AYpBXCq � pAYBqX pAYCq, AXpBYCq �
pAXBq Y pAX Cq;
6) çàêîíè äå Ìîðãàíà: AYB � AXB,AXB � AYB;
7) âëàñòèâîñòi íóëÿ (ïóñòî¨ ìíîæèíè): AYH � A, AXH � H,
H � U ;
8) âëàñòèâîñòi îäèíèöi (óíiâåðñóìà): AYU � U , AXU � A, U � H;
9) iíâîëþòèâíiñòü: A � A;
10) âëàñòèâîñòi äîïîâíåííÿ: AYA � U,AXA � H;
11) âèðàçè äëÿ ðiçíèöi: A�B � AXB, A�B � AYB.

Ôîðìàëüíå äîâåäåííÿ ïåðåðàõîâàíèõ òîòîæíîñòåé ïîâèííî
áàçóâàòèñÿ íà âèçíà÷åííi ðiâíîñòi ìíîæèí, îñêiëüêè äîñi æîäíó òî-
òîæíiñòü, ÿêîþ ìîæíà áóëî á ñêîðèñòàòèñÿ, ùå íå áóëî äîâåäåíî.
ßê ïðèêëàä äîâåäåìî ïåðøèé çàêîí äå Ìîðãàíà, ïîêàçàâøè, ùî
éîãî ëiâà ÷àñòèíà âêëþ÷à¹òüñÿ â ïðàâó, i íàâïàêè.

Íåõàé x P AYB. Òîäi x R pAYBq i, îòæå, x R A i x R B,
ùî îçíà÷à¹, ùî x P A i x P B. Òîáòî, x P pA X Bq i, òèì ñàìèì,
AYB � AXB.

Ó çâîðîòíèé áiê. Íåõàé x P A X B, òîáòî x P A i x P B.
Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî x R A i x R B. Òîìó x R pA Y Bq. Òîáòî,
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x P A YB i, òèì ñàìèì, AXB � A YB.
Îñòàòî÷íî ìà¹ìî AYB � AXB.
Âñòàíîâèâøè òîòîæíîñòi (1)-(11), òåïåð ìîæíà ïîñëiäîâ-

íî êîðèñòóâàòèñÿ íèìè äëÿ ïðîâåäåííÿ òîòîæíèõ òåîðåòèêî-

ìíîæèííèõ ïåðåòâîðåíü îäíîãî âèðàçó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèìâîëiâ,
ùî ïîçíà÷àþòü ìíîæèíè, äåÿêèõ çíàêiâ, ùî ïîçíà÷àþòü òåîðåòèêî-
ìíîæèííi îïåðàöi¨, i, ìîæëèâî, ñèìâîëiâ ïóñòî¨ ìíîæèíè i óíiâåð-
ñóìó, òà çàäà¹ äåÿêó ìíîæèíó, â iíøèé âèðàç, ùî çàäà¹ òó æ ñà-

ìó ìíîæèíó. Òîáòî, âèêîðèñòîâóþ÷è (1)�(11), äëÿ îäíié i òié æå
ìíîæèíè ìîæíà îòðèìóâàòè ðiçíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi âèðàçè, ùî
çàäàþòü öþ ìíîæèíó. Çíà÷èòü, ìîæíà âèðiøóâàòè çàäà÷ó ñïðîùåí-
íÿ âèõiäíîãî âèðàçó ç ìåòîþ îòðèìàííÿ íàéïðîñòiøîãî â ÿêîìóñü
ñåíñi òåîðåòèêî-ìíîæèííîãî âèðàçó, ùî çàäà¹ òó ñàìó ìíîæèíó, ùî
i âèõiäíèé âèðàç.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê çàñòîñóâàíü
äåÿêèõ ç òîòîæíîñòåé (1)�(11): pAYBq XB � A � xíà ïiäñòàâi
(11)y pAYBq XB X A � xíà ïiäñòàâi (6)y ppAYBq Y Bq X A �
xíà ïiäñòàâi (6)y ppAXBqY Bq X A � xíà ïiäñòàâi (9)y
ppAXBqYBqXA � xíà ïiäñòàâi (2)y pB Y pAXBqqXA � xíà ïiäñòàâi
(5)y ppB YAqXpBYBqqXA � xíà ïiäñòàâi (10)y ppB YAqXUqXA �
xíà ïiäñòàâi (8)y pB YAq X A � xíà ïiäñòàâi (4)y A. (Î÷åâèäíî, ùî
A íå ìîæå áóòè äàëi ñïðîùåíèì.)

Ìà¹ìî, ùî âèðàçè pAYBq XB�A i A âèçíà÷àþòü îäíó i òó
æ ìíîæèíó. (Òå æ ñàìå ìîæíà ñêàçàòè i ïðî âñi ïðîìiæíi âèðàçè,
îòðèìàíi â ïðîöåñi ïåðåõîäó âiä pAYBq XB �A äî A.)

Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî, âèõîäÿ÷è ç (7), ïåðøîãî çàêîíó äå
Ìîðãàíà i (11) ((7), äðóãîãî çàêîíó äå Ìîðãàíà i (11)), áóäü-
ÿêèé òåîðåòèêî-ìíîæèííèé âèðàç, ïîáóäîâàíèé çi çìiííèõ, ñèì-
âîëiâ äëÿ óíiâåðñóìó i ïóñòî¨ ìíîæèíè, à òàêîæ iç áóäü-ÿêèõ çíàêiâ
òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié, ìîæå áóòè ïîäàíî ó âèãëÿäi òîòîæ-
íî ðiâíîãî éîìó âèðàçó, ïîáóäîâàíîãî ç òèõ ñàìèõ çìiííèõ, ñèìâîëó
äëÿ óíiâåðñóìó àáî ñèìâîëó ïóñòî¨ ìíîæèíè i çíàêiâ òiëüêè äâîõ
îïåðàöié � îá'¹äíàííÿ òà äîïîâíåííÿ (ïåðåòèíó òà äîïîâíåííÿ).

ßêùî óâàæíî ïðîàíàëiçóâàòè îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè, ââå-
äåíi äî öüîãî, ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî âîíè ìàþòü òàêó îñîáëèâiñòü:
ðåçóëüòàò ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî îäíî¨ ìíîæèíè A (âçÿòòÿ äîïîâíåí-
íÿ) àáî äî äâîõ ìíîæèí A i B (iíøi îïåðàöi¨) ¹ ìíîæèíîþ, ÿêà
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ìiñòèòü âñi àáî äåÿêi åëåìåíòè, ùî óòâîðþþòü A òà/àáî B òà/àáî
¨õ äîïîâíåííÿ. Îäíàê ó òåîði¨ ìíîæèí ¹ äâi îïåðàöi¨, ùî âiäiãðàþòü
äóæå âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîáóäîâàõ, ÿêi (ó çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó) òàêî¨ âëàñòèâîñòi íå ìàþòü. Ñàìå ¨õ ðîçãëÿäó
ïðèñâÿ÷åíi äâà íàñòóïíi ðîçäiëè.

2.5 Äåêàðòiâ (ïðÿìèé) äîáóòîê ìíîæèí

Äåêàðòîâèì (ïðÿìèì) äîáóòêîì ìíîæèí A i B (çàïèñó¹òüñÿ A�B)
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð xa, by, â ÿêèõ ïåðøèé
êîìïîíåíò íàëåæèòü ìíîæèíi A (a P A), à äðóãèé - ìíîæèíi B
(b P B). Òîáòî A�B � txa, by | a P A i b P Bu.

Áiíàðíà îïåðàöiÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó íåàñîöiàòèâíà i íåêî-
ìóòàòèâíà, òîáòî ìíîæèíè pA � Bq � C i A � pB � Cq, à òàêîæ
ìíîæèíè A�B i B �A, âçàãàëi êàæó÷è, íåðiâíi ìiæ ñîáîþ.

Äåêàðòiâ äîáóòîê ïðèðîäíî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê äî-
âiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí. ßêùî A1, A2, . . . , An � ìíî-
æèíè, òî ¨õíiì äåêàðòîâèì (ïðÿìèì) äîáóòêîì íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà

D � txa1, a2, . . . , any | a1 P A1, a2 P A2, . . . , an P Anu,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íàáîðiâ (n-îê) xa1, a2, . . . , any, â êîæíîìó ç
ÿêèõ i-é ÷ëåí, ùî íàçèâà¹òüñÿ i-þ êîîðäèíàòîþ, àáî i-ì êîìïîíåí-

òîì íàáîðó, íàëåæèòü ìíîæèíi Ai, i � 1, 2, . . . , n. Äåêàðòiâ äîáóòîê
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A1 �A2 � . . .�An.

Íàáið xa1, a2, . . . , any, ùîá âiäðiçíèòè éîãî âiä ìíîæèíè, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an, çàïèñóþòü íå ó ôiãóðíèõ, à
â êóòîâèõ äóæêàõ i íàçèâàþòü êîðòåæåì, âåêòîðîì, àáî âïîðÿä-

êîâàíèì íàáîðîì. Äîâæèíîþ êîðòåæó íàçèâàþòü êiëüêiñòü éîãî
êîîðäèíàò. Äâà êîðòåæi xa1, a2, . . . , any i xb1, b2, . . . , bny îäíàêîâî¨
äîâæèíè ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíi ¨õíi âiä-
ïîâiäíi êîîðäèíàòè, òîáòî ai � bi, i � 1, 2, . . . , n. Îòæå, êîðòåæi
xa, b, cy i xa, c, by ââàæàþòüñÿ ðiçíèìè, â òîé ÷àñ ÿê ìíîæèíè ta, b, cu
i ta, c, bu � ðiâíi ìiæ ñîáîþ.

Ïðîåêöi¹þ íà i-ó âiñü (àáî i-îþ ïðîåêöi¹þ) êîðòåæó
w � xa1, a2, . . . , any íàçèâà¹òüñÿ i-à êîîðäèíàòà ai êîðòåæó w; ïî-
çíà÷à¹òüñÿ Pripwq � ai.

Äåêàðòiâ äîáóòîê ìíîæèíè A íà ñåáå n ðàçiâ, òîáòî ìíîæè-
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íó A � A � . . . � A (òóò A çóñòði÷à¹òüñÿ n ðàçiâ) íàçèâàþòü n-ì
äåêàðòîâèì (àáî ïðÿìèì) ñòåïåíåì ìíîæèíè A i ïîçíà÷àþòü An.

Ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî çà âèçíà÷åííÿì, êîëè n � 0, A0 � H,
i ùî êîëè n � 1, A1 � A.

Íàïðèêëàä, ÿêùî A � ta, bu i B � tb, c, du, òî
A�B � txa, by, xa, cy, xa, dy, xb, by, xb, cy, xb, dyu,
A2 � txa, ay, xa, by, xb, ay, xb, byu.
ßêùî R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, àáî,iíøèìè ñëîâà-

ìè, ìíîæèíà òî÷îê êîîðäèíàòíî¨ ïðÿìî¨, òî R2, òîáòî ìíîæèíà
txa, by | a, b P Ru, ¹ ìíîæèíà òî÷îê êîîðäèíàòíî¨ (äåêàðòîâié) ïëî-
ùèíi.

Êîîðäèíàòíå çîáðàæåííÿ òî÷îê ïëîùèíè âïåðøå áóëî çà-
ïðîïîíîâàíî ôðàíöóçüêèì ìàòåìàòèêîì i ôiëîñîôîì Ðåíå Äåêàð-
òîì, òîìó ââåäåíà òåîðåòèêî-ìíîæèííà îïåðàöiÿ i íàçèâà¹òüñÿ äå-
êàðòîâèì äîáóòêîì.

2.6 Áóëåàí i àëãåáðè ìíîæèí

Iíøèé îïåðàöi¹þ, ÿêà, âèõîäÿ÷è ç íàÿâíî¨ ìíîæèíè A, áóäó¹ íîâó
ìíîæèíó, òàê çâàíèé áóëåàí 2A, ùî ìiñòèòü åëåìåíòè, âiäìiííi âiä
åëåìåíòiâ A, ¹ âçÿòòÿ âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A.

Ôîðìàëüíî 2A çàäà¹òüñÿ òàê:
2A � tB | B � Au.
Ç öüîãî âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî H P 2A i A P 2A.
Òàê, äëÿ ìíîæèíè A � ta, bu ìà¹ìî, ùî 2A ìiñòèòü 4 åëå-

ìåíòè: H, tau, tbu, ta, bu. Òîáòî 2A � tH, tau, tbu, ta, buu.
Çàãàëüíiøå. ßêùî ìíîæèíà A ìiñòèòü n åëåìåíòiâ, äå n �

áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî 2A ìiñòèòü 2n åëåìåíòiâ.
Ñàìå îñòàííié ôàêò �âèïðàâäîâó¹� òå, ùî 2A âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ áóëåàíó áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè A áåçâiäíîñíî
äî êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó A.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè âèùåîçíà÷åíó ôîðìóëó ïðî êiëüêiñòü
âñiõ ïiäìíîæèí (ñêií÷åííî¨) ìíîæèíè A ç n åëåìåíòàìè, äîâiëüíié
ìíîæèíi B � A ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü âïîðÿäêîâàíèé äâiéêî-
âèé êîðòåæ xb1, b2, . . . , bny, äëÿ ÿêîãî bi P t0, 1u òà bi � 1 òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè ai P B, i � 1, . . . , n. Î÷åâèäíî, ùî êîæíié ïiäìíîæèíi
B � A âiäïîâiäà¹ îäèí i òiëüêè îäèí òàêèé êîðòåæ (íàïðèêëàä, ïó-
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ñòié ìíîæèíiH âiäïîâiäà¹ x0, 0, . . . , 0y, à ìíîæèíi A � x1, 1, . . . , 1y, i
íàâïàêè. Îñêiëüêè bi ïðèéìà¹ 0 àáî 1, òî êiëüêiñòü âñiõ âïîðÿäêîâà-
íèõ íàáîðiâ ç n åëåìåíòiâ çàçíà÷åíîãî âèäó äîðiâíþ¹ 2n. Çíà÷èòü,
2A ìiñòèòü â òî÷íîñòi 2n åëåìåíòiâ.

ßê áà÷èìî, ó âèïàäêó áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êiëü-
êiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi A (iç n åëåìåíòàìè) çàâæäè ìåíøå çà
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó 2A (n   2n). Öÿ ñèòóàöiÿ çáåðiãà¹òüñÿ i â ðàçi
ìíîæèíè ç äîâiëüíèì ÷èñëîì åëåìåíòiâ, ïðî ùî ñâiä÷èòü òåîðåìà
Êàíòîðà ç ðîçäiëó, íàâåäåíîãî íèæ÷å i ïðèñâÿ÷åíîãî ïîðiâíÿííþ
ìíîæèí (ùî âèìàãà¹ óòî÷íåííÿ, ÿêå i ðîáèòüñÿ äàëi) ç äîâiëüíîþ
êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ.

Àëãåáðîþ ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà íåïóñòà ñóêóïíiñòü
ìíîæèí, çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöié îá'¹äíàííÿ i âçÿòòÿ äîïîâíåí-
íÿ (i, ÿê íàñëiäîê, âiäíîñíî âñiõ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié) ó
ïðèïóùåííi, ùî çàôiêñîâàíèé äåÿêèé óíiâåðñóì U , ÿêèé âêëþ÷à¹ â
ñåáå âñi ìíîæèíè ñóêóïíîñòi. (Çàìêíåíiñòü îçíà÷à¹, ùî îá'¹äíàííÿ
äâîõ ìíîæèí iç ñóêóïíîñòi i äîïîâíåííÿ ìíîæèíè iç ñóêóïíîñòi íà-
ëåæàòü öié ñóêóïíîñòi.)

Àëãåáðà ìíîæèí íà áóëåàíi 2A ìíîæèíè A, êîëè A ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ÿê óíiâåðñóì, íàçèâà¹òüñÿ áóëåâîþ àëãåáðîþ ïiäìíîæèí

ìíîæèíè A. Âîíà âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ ìàòåìàòè÷íèõ
òåîðiÿõ.

2.7 Ïîðiâíÿííÿ ìíîæèí

Îäíèì iç îñíîâíèõ äîñÿãíåíü êàíòîðiâñüêî¨ òåîði¨ ìíîæèí ¹ ïî-
øèðåííÿ ïîíÿòòÿ �êiëüêiñòü åëåìåíòiâ� çi ñêií÷åííèõ ìíîæèí íà
íåñêií÷åííi òà ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó, çà ÿêèì ìîæíà ïîðiâíþâà-
òè çà �êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ� íåñêií÷åííi ìíîæèíè. Çîêðåìà, íåñïîäi-
âàíèì òà íåçâè÷àéíèì âèÿâèâñÿ òîé ôàêò, ùî ðiçíi íåñêií÷åííi ìíî-
æèíè ìîæóòü ìàòè ðiçíó �êiëüêiñòü åëåìåíòiâ�, òîáòî äëÿ íåñêií-
÷åííîñòåé òàêîæ iñíó¹ ñâîÿ i¹ðàðõiÿ.

Êàíòîðiâñüêà iäåÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà òàêîìó ñïîñòåðåæåííi: äëÿ
òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ äâi ñêií÷åííi ìíîæèíè,
çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðåðàõîâóâàòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó êîæíî¨ ç
íèõ. Ìîæíà äiÿòè òàêèì ÷èíîì. Íàïðèêëàä, íåõàé íåîáõiäíî ïîðiâ-
íÿòè çà êiëüêiñòþ äâi ìíîæèíè � ìíîæèíó S ñòóäåíòiâ òà ìíîæè-
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íó M âñiõ ìiñöü â àóäèòîðiÿõ óíiâåðñèòåòó. Çàïðîïîíó¹ìî êîæíîìó
ñòóäåíòîâi çàéíÿòè îäíå ìiñöå. ßêùî êîæåí ñòóäåíò îòðèìà¹ ìiñöå
i ïðè öüîìó â àóäèòîðiÿõ íå çàëèøèòüñÿ æîäíîãî âiëüíîãî ìiñöÿ,
òî î÷åâèäíî, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â îáîõ ìíîæèíàõ S i M îäíà-
êîâà. Â iíøîìó âèïàäêó ìíîæèíà S ìiñòèòü áiëüøå åëåìåíòiâ, íiæ
ìíîæèíà M , àáî íàâïàêè. Î÷åâèäíî, ùî çàïðîïîíîâàíà ïðîöåäóðà
âñòàíîâëþ¹ äåÿêó ôóíêöiîíàëüíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè S
i M . Ó ïåðøîìó âèïàäêó öÿ âiäïîâiäíiñòü âêàçó¹ íà ðiâíiñòü åëå-
ìåíòiâ ó ìíîæèíàõ (áåç ¨õ ïåðåðàõóâàííÿ), â òîé ÷àñ ÿê ó äðóãîìó
i òðåòüîìó âèïàäêàõ àáî ïîðóøó¹òüñÿ óìîâà ïîâíî¨ âèçíà÷åíîñòi
(ïðèíàéìíi îäèí ñòóäåíò íå äiñòàâ ìiñöÿ), àáî ïîðóøó¹òüñÿ óìîâà
òàê çâàíî¨ ñþð'¹êòèâíîñòi âiäïîâiäíîñòi (õî÷à á îäíå ìiñöå çàëèøè-
ëîñÿ âiëüíèì).

Ó ìàòåìàòèöi öÿ iäåÿ ðåàëiçó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì.
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìiæ ìíîæèíàìè A i B ìîæíà âñòàíî-

âèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü f , ÿêùî êîæíîìó åëåìåíòó
ìíîæèíè A ìîæíà ñïiââiäíåñòè îäèí i òiëüêè îäèí åëåìåíò ìíî-
æèíè B, i íàâïàêè, ÿêùî êîæíîìó åëåìåíòó ìíîæèíè B ìîæíà
ñïiââiäíåñòè îäèí i òiëüêè îäèí åëåìåíò ìíîæèíè A. Ïðè öüîìó f
çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi äåêàðòâîãî äîáóòêó A�B iç çàçíà÷åíèìè
âèùå îáìåæåííÿìè íà åëåìåíòè ìíîæèí A i B.

ßêùî f � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ A i B
(f � A�B) òà C � A, òî fpCq � txc, by | c P Cu.

Ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíîïîòóæíèìè, àáî îäíà-

êîâî¨ ïîòóæíîñòi (A v B) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè A i B.

Áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi âèïëèâàþòü
òàêi ¨¨ âëàñòèâîñòi:

1) A v A (ðåôëåêñèâíiñòü ðiâíîïîòóæíîñòi);
2) ßêùî A v B, òî B v A (ñèìåòðè÷íiñòü ðiâíîïîòóæíîñòi);
3) ßêùî A v B i B v C, òî A v C (òðàíçèòèâíiñòü ðiâíîïî-

òóæíîñòi).
Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðiâíîïîòóæíèõ íåñêií÷åííèõ

ìíîæèí.
� Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi

N2 � t0, 1, 4, 9, 16, . . .u, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êâàäðàòiâ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë. Íåîáõiäíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü âñòàíîâëþ¹òü-
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ñÿ çà çàêîíîì, ùî ÷èñëó n âiäïîâiäà¹ ÷èñëî n2 (n P N , n2 P N2).
� Ìíîæèíà Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi P âñiõ

ïàðíèõ ÷èñåë. Òóò âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü âñòàíîâëþ¹òü-
ñÿ òàêèì ÷èíîì: ÷èñëó n âiäïîâiäà¹ 2n, (n P Z, 2n P P ).

� Ìíîæèíà óñiõ òî÷îê iíòåðâàëó p�π{2,�π{2q ðiâíîïîòóæíà
ìíîæèíi òî÷îê äiéñíî¨ ïðÿìî¨. Øóêàíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïî-
âiäíiñòü âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
tg: ÷èñëó x âiäïîâiäà¹ tgpxq, (x P p�π{2,�π{2q, tgpxq P p�8,�8)).

� Íåâàæêî âñòàíîâèòè ðiâíîïîòóæíiñòü äâîõ äîâiëüíèõ âiä-
êðèòèõ iíòåðâàëiâ) äiéñíî¨ ïðÿìî¨, çâiäêè ìîæíà çðîáèòè âèñíî-
âîê, ùî áóäü-ÿêèé âiäêðèòèé iíòåðâàë ðiâíîïîòóæíèé iíòåðâàëó
p�π{2,�π{2q i, îòæå, ç âèêîðèñòàííÿì òðàíçèòèâíîñòi ðiâíîïîòóæ-
íîñòi, ðiâíîïîòóæíèé óñié ïðÿìié.

2.7.1 Ñêií÷åííi i íåñêií÷åííi ìíîæèíè

Ìàþ÷è çàñiá äëÿ ïîðiâíÿííÿ ìíîæèí ç òî÷êè çîðó ¨õ ðiâíîïîòóæ-
íîñòi, ìîæíà äàòè òàêè âèçíà÷åííÿ ñêií÷åííîñòi i íåñêií÷åííîñòi,
áåðó÷è äî óâàãè, ùî çâè÷àéíà ëþäèíà ââàæà¹ äåÿêó ñóêóïíiñòü
îá'¹êòiâ ñêií÷åííîþ, ÿêùî âîíà ìîæå âñi îá'¹êòè ïîñëiäîâíî ïåðå-
ðàõóâàòè çà ñêií÷åííèé âiäðiçîê ÷àñó.

Ìíîæèíà ¹ ñêií÷åííîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âîíà ðiâíîïîòóæíà ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó íà-
òóðàëüíîãî ðÿäó rns. Â öüîìó âèïàäêó n íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòþ

ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òà ãîâîðèòüñÿ, ùî ìíîæèíà ìà¹ ñêií÷åííó

ïîòóæíiñòü n. Â iíøèõ âèïàäêàõ ìíîæèíà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ââà-
æà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ.

Ñåðåäè iíøèõ âèçíà÷åíü ñêií÷åííîñòi i íåñêií÷åííîñòi âiä-
ìiòèìî òå, ÿêå íå ñóïåðå÷èòü ââåäåíîìó i íàëåæèòü Ð. Äåäåêiíäó,
ÿêèé ïðîïîíóâàâ ââàæàòè íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ òàêó ìíîæè-

íó, ÿêà ðiâíîïîòóæíà ñâî¨é äåÿêî¨ âëàñíié ïiäìíîæèíi, ñïèðàþ-
÷èñü íà òå, ùî òiëüêè ñêií÷åííi, â æèòò¹âîìó ðîçóìiííi, ìíîæèíè
íå çàäîâîëüíÿþòü öié âëàñòèâîñòi.

Ïðèêëàäàìè ñêií÷åííèõ ìíîæèí ìîæóòü áóòè áóäü-ÿêi ñó-
êóïíîñòi îá'¹êòiâ ðåàëüíîãî ñâiòó, îñêiëüêè, âiäïîâiäíî äî ñó÷àñíèõ
êîñìîëîãi÷íèõ ìîäåëåé, ââàæà¹òüñÿ, ùî ìè æèâåìî â ñêií÷åííîìó,
ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó, Âñåñâiòó.
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Ïðèêëàäàìè íåñêií÷åííèõ ñóêóïíîñòåé ¹ ìíîæèíè íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë (N), öiëèõ ÷èñåë (Z), ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë (Q), äiéñ-
íèõ ÷èñåë (R), êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (C), áóäü-ÿêi iíòåðâàëè äiéñíèõ
÷èñåë, âñÿ äiéñíà ïðÿìà i ò. ä.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ðiâíîïîòóæíà
áóäü-ÿêî¨ ñâî¹¨ ïiäìíîæèíi, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ âèäàëåííÿì ç N ÿêîãî
ïî÷àòêîâîãî âiäðiçêà. ÌíîæèíàN íåñêií÷åííà. Çíà÷èòü, i ìíîæèíà
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë áåç íóëÿ N� íåñêií÷åííà. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé
ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäó ìà¹ âëàñíå âêëþ÷åííÿ â
íåñêií÷åííó êiëüêiñòü iíøèõ ïîïàðíî ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ âiäðiçêiâ
íàòóðàëüíîãî ðÿäó, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííà ñóêóïíiñòü
ñêií÷åííèõ ìíîæèí, i ìiæ öi¹þ ñóêóïíiñòþ i N� î÷åâèäíèì ÷è-
íîì âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Òîìó ïðèðîä-
íî ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÷è âñi íåñêií÷åííi ìíîæèíè ðiâíîïîòóæíi? Äàëi
áóäå äàíî íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà íüîãî ç äóæå öiêàâèìè íàñëiäêà-
ìè.

2.7.2 Âëàñòèâîñòi îïåðàöié íàä ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé íàéïðîñòiøèì âëàñòèâîñòÿìè ñêií÷åí-
íèõ ìíîæèí, ÿêi âèíèêàþòü ïðè âèêîíàííi îñíîâíèõ òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ îïåðàöié. Íàñ áóäå öiêàâèòè ïèòàííÿ ïðî òå, âèâîäÿòü
÷è íi ðîçãëÿíóòi âèùå îïåðàöi¨ íàä ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè ç êëàñó
ñêií÷åííèõ ìíîæèí (ÿêèé ìiñòèòü óíiâåðñóì U).

Îñêiëüêè äîâiëüíà ïiäìíîæèíà ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òàêîæ
ñêií÷åííà, òî ðåçóëüòàòîì îïåðàöi¨, ÿêà ïðèçâîäèòü äî ïîðîäæåííÿ
ïiäìíîæèíè äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè, ¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà. Çíà-
÷èòü, ïåðåòèí i òåîðåòèêî-ìíîæèííà ðiçíèöÿ ìíîæèí ¹ ñêií÷åííîþ
ìíîæèíîþ: ìè ìà¹ìî, ùî pAXBq � A i pA�Bq � A.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèí A ¨¨
äîïîâíåííÿ A � U �A ñêií÷åííå.

Äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí A i B, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ìîæ-
íà âêàçàòè òàêè íàòóðàëüíi ÷èñëà n i m, ùî A � rns i B � rms.
Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè A i B ìîæíà ïåðåíóìåðóâàòè íàòóðàëü-
íèìè ÷èñëàìè, ïî÷èíàþ÷è ç 1, i, íàïðèêëàä, íàïèñàòè, ùî A � ta1,
. . . , anu i B � tb1, . . . , bmu. Òàê ÿê A i B íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî
A Y B � ta1, . . . , an, b1, . . . , bmu, äå a1, . . . , an, b1, . . . , bm ¹ ïîïàðíî
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ðiçíèìè åëåìåíòàìè. Çíà÷èòü, A Y B � rn � ms, òîáòî ìíîæèíà
AYB ñêií÷åííà â öüîìó âèïàäêó.

Íåõàé A X B � H. Ïîêëàäåìî C � A X B. Òîäi
A Y B � A Y pB � Cq i A X pB � Cq � H. Ìíîæèíà C ñêií÷åí-
íà, ÿê i ìíîæèíà B � C (äèâ. âèùå), i â ñèëó ïîïåðåäíüîãî àáçàöó
ìà¹ìî, ùî ìíîæèíà AY pB � Cq � AYB òàêîæ ñêií÷åííà.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî, ùî îá'¹äíàííÿ AYB ñêií÷åííå íåçàëåæíî
âiä òîãî, ïåðåòèíàþòüñÿ ÷è íi ìíîæèíè A i B.

Ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ A � B � pA Y Bq
� pAXBq, ç ÿêî¨, ç óðàõóâàííÿì âèùåíàâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðè-
ìó¹ìî ¨¨ ñêií÷åííiñòü â ðàçi ñêií÷åííîñòi A i B.

Íåõàé A � ta1, . . . , anu i B � tb1, . . . , bmu � ñêií÷åííi ìíî-
æèíè. òîäi ¨õ äåêàðòiâ äîáóòîê A � B � txa1, b1y, . . . xa1, bmy, . . . ,
xan, b1y, . . . , xan, bmyu. Öåé çàïèñ A�B ïîêàçó¹, ùî pA�Bq � rn�ms.
çíà÷èòü, ìíîæèíà A � B ñêií÷åííà. Çâiäñè àâòîìàòè÷íî âèïëèâà¹
ñêií÷åííiñòü áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî äåêàðòîâà äîáóòêà ìíîæèí.

Ðàíiøå â ðîçäiëi ïðî áóëåàí i àëãåáðè ìíîæèí áóëî ïîêàçàíî,
ùî ÿêùî A ñêëàäà¹òüñÿ ç n åëåìåíòiâ, òî 2A ìiñòèòü â òî÷íîñòi 2n

åëåìåíòiâ. Çíà÷èòü, 2A � r2ns i, îòæå, ìíîæèíà 2A ñêií÷åííà.
Ìè ïîêàçàëè, ùî âñi ââåäåíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðà-

öi¨ íàä ìíîæèíàìè íå âèâîäÿòü ç êëàñó ñêií÷åííèõ ìíîæèí, ÿê-

ùî âîíè çàñòîñîâóþòüñÿ òiëüêè äî ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Ó ðàçi æ
íåñêií÷åííèõ ìíîæèí ñèòóàöiÿ äåùî iíøà.

2.7.3 Çëi÷åííi ìíîæèíè

Ìíîæèíà A, ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi N� íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, íàçè-
âà¹òüñÿ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Ìíîæèíà, âiäìiííà âiä ñêií÷åííî¨
àáî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè, ¹ íåçëi÷åííîþ.

Òîáòî, çëi÷åííà ìíîæèíà A � öå òàêà ìíîæèíà, âñi åëåìåíòè
ÿêî¨ ìîæíà ïðîíóìåðóâàòè ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . ., òîáòî ìîæíà âêàçàòè
ñïîñiá, çà ÿêèì ïåðøîìó åëåìåíòó ìíîæèíè A ñòàâèòüñÿ ó âiäïî-
âiäíiñòü ÷èñëî 1, äðóãîìó � ÷èñëî 2 i ò. ä. Îòæå, áóäü-ÿêó çëi÷åííó
ìíîæèíó A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi

A � a1, a2, a3, . . . , an, . . .

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà N, à òàêîæ ìíîæèíè
êâàäðàòiâ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, óñiõ ïàðíèõ ÷èñåë, óñiõ íåïàðíèõ ÷è-
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ñåë, ÷èñåë, êðàòíèõ äåÿêîìó ÷èñëó k, ïðîñòèõ ÷èñåë òîùî ¹ çëi÷åí-
íèìè ìíîæèíàìè.

Ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé çëi÷åí-
íèõ ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Áóäü-ÿêà íåñêií÷åííà ìíîæèíà âêëþ÷à¹
çëi÷åííó ïiäìíîæèíó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Òîäi â M

ìîæíà âçÿòè äâà ðiçíèõ åëåìåíòè a1, b1. Î÷åâèäíî, ìíîæèíà
M � ta1, b1u ¹ íåñêií÷åííîþ. Òîäi âiçüìåìî íàñòóïíi äâà íîâi åëå-
ìåíòè a2, b2 P pM � ta2, b2uq, äå a2 �� b2, i ò. ä. Ò àêèì ÷èíîì,
ìè âèäiëèìî ç ìíîæèíè M äâi çëi÷åííi (ðiâíîïîòóæíi) ìíîæè-
íè A � ta1, a2, . . . , an, . . .u P M i B � tb1, b2, . . . , bn, . . .u P M . Öå
íå òiëüêè çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ, à i äîçâîëÿ¹ ïiäñèëèòè âëàñòèâiñòü
íåñêií÷åííèõ ìíîæèí iç òâåðäæåííÿ. À ñàìå: áóäü-ÿêà íåñêií÷åí-
íà ìíîæèíà M âêëþ÷à¹ â ñåáå òàêó çëi÷åííó ïiäìíîæèíó A, ùî
M �A ¹ íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ (îñêiëüêè B � pM �Aq). Êiíåöü
äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà çëi÷åííî¨ ìíîæè-
íè ¹ àáî ñêií÷åííîþ, àáî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ta1, . . . , an, . . .u � çëi÷åííà ìíî-
æèíà i B � A. Îòæå, B ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ìíîæèíè
tai1 , ai2 , . . . , ain , . . .u i ìîæëèâi äâi ñèòóàöi¨: àáî ïîñëiäîâíiñòü ó ôi-
ãóðíèõ äóæêàõ óðèâà¹òüñÿ íà äåÿêîìó åëåìåíòi, òîäi B � ñêií÷åííà
ìíîæèíà, àáî ïîñëiäîâíiñòü ó äóæêàõ íåñêií÷åííà, äëÿ ÿêî¨, âñòà-
íîâëþþ÷è âiäïîâiäíiñòü ìiæ aj òà aij , îäåðæó¹ìî, ùî B � çëi÷åííà
ìíîæèíà. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî çëi÷åííi ìíîæè-
íè ¹ ïåâíîþ ìiðîþ íàéïðîñòiøèìè íåñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè, áî,
ç îäíîãî áîêó, âîíè ìîæóòü âêëþ÷àòèñÿ â iíøi íåñêií÷åííi ìíîæè-
íè, à ç äðóãîãî � âîíè ìiñòÿòü â ñîái òiëüêè ñêií÷åííi àáî çëi÷åííi
ìíîæèíè.

Íàäàëi, â äîâåäåííÿõ äåÿêèõ âàæëèâèõ òâåðäæåíü, ìè íå
çìîæåìî îáiéòèñÿ áåç çàñòîñóâàííÿ òàê çâàíî¨ àêñiîìè âèáîðó, ÿêà
âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü íå òiëüêè â òåîði¨ ìíîæèí, à i ó ìàòåìàòè÷-
íîìó àíàëiçó òà òåîði¨ ìiðè. Ðîçãëÿíåìî ¨¨.

61



2.7.4 Àêñiîìà âèáîðó

Ó ìàòåìàòè÷íèõ äîâåäåííÿõ íåðiäêî äîâîäèòüñÿ âäàâàòèñÿ äî �iäå-
àëiçîâàíî¨� ïîáóäîâè ôóíêöi¨ íàñòóïíîãî òèïó. Íåõàé äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà i ñêií÷åííî¨ àáî íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíi (iíäåêñiâ) I çàäàíî
íåïóñòà ìíîæèíà Si. Âèáðàâøè â êîæíîìó ç ìíîæèí Si ïåâíèé åëå-
ìåíò si, ìè ìîæåìî íàñòóïíèì ÷èíîì çàäàòè ôóíêöiþ f , âèçíà÷åíó
íà ìíîæèíi I i òàêó, ùî fpiq P Si äëÿ âñiõ i P I: fpiq � si.

Öÿ ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âèáîðó äëÿ ñiìåéñòâà
ìíîæèí Si ç iíäåêñàìè i P I i, ïî ñóòi, ó íàâåäåíî¨ ïîáóäîâi âèêîðè-
ñòàíèé íàñòóïíèé çàãàëüíèé ïðèíöèï � çíàìåíèòà àêñiîìà âèáîðó:

Àêñiîìà âèáîðó (ÀÑ). Äî âñÿêîãî ñiìåéñòâà tSi | i P Iu íåïó-
ñòèõ ìíîæèí Si áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè iñíó¹ ôóíêöiÿ âèáîðó.

Öåé ïðèíöèï, âïåðøå ÿâíî ñôîðìóëüîâàíèé Å. Öåðìåëî â
1904 ð. äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ìîæëèâiñòü öiëêîì âïîðÿäêó-
âàòè áóäü-êó ìíîæèíó (äèâ. ðîçäië ïðî âiäíîøåííÿ), áóëî íîâèì
äëÿ ìàòåìàòèêè òîãî ÷àñó, áî iñíóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çà-
çâè÷àé ðîçóìiëîñÿ ÿê ìîæëèâiñòü ïðåä'ÿâèòè êîíêðåòíèé îá'¹êò ç
íåîáõiäíèìè âëàñòèâîñòÿìè. À ó âèïàäêó ôóíêöi¨ âèáîðó f , iñíó-
âàííÿ ÿêî¨ ïîñòóëþ¹òüñÿ àêñiîìîþ âèáîðó, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
ðiâíî íi÷îãî íå âiäîìî, i íàâiòü â ïðèíöèïi íå ìîæíà ïîñòàâèòè ïè-
òàííÿ, ÷îìó äîðiâíþ¹ çíà÷åííÿ fpiq äëÿ êîíêðåòíèõ iíäåêñiâ i. Òî-
ìó àêñiîìà âèáîðó íåãàéíî ñòàëà îá'¹êòîì êðèòèêè ç áîêó áàãàòüîõ
âèäàòíèõ ìàòåìàòèêiâ, íàïðèêëàä Å. Áîðåëÿ òà À. Ëåáåãà. Ïiçíi-
øå (Ë. Áðàóåð, Í. Í. Ëóçií òà ií.) ãîëîâíîþ ïðè÷èíîþ êðèòèêè
àêñiîìè ïî÷àâ âèñòóïàòè ¨¨ íåêîíñòðóêòèâíèé õàðàêòåð, òîáòî òå,
ùî ¨¨ ôîðìóëþâàííÿ íå ìiñòèòü íiÿêèõ âêàçiâîê íà çàêîí, çãiäíî ç
ÿêèì çäiéñíþ¹òüñÿ êîíêðåòíèé âèáið åëåìåíòà fpiq � si â êîæíîìó
ç ìíîæèí Si, ùî ñêëàäàþòü ñiìåéñòâî, ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Âòiì, â äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ âèïàäêàõ äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨
âèáîðó íåìà¹ ïîòðåáè âäàâàòèñÿ äî (ÀÑ). Íàïðèêëàä, ÿêùî êîæíà
ìíîæèíà Si ìiñòèòü âñüîãî îäèí åëåìåíò si, òî âiçüìåìî öåé åëåìåíò
â ÿêîñòi fpiq i îòðèìà¹ìî ¹äèíó â äàíîìó âèïàäêó ôóíêöiþ âèáî-
ðó. Iíøèé âèïàäîê: ÿêùî âñi ìíîæèíè Si ¹ íåïóñòèìè ñêií÷åííèìè
ìíîæèíàìè äiéñíèõ ÷èñåë àáî äîâiëüíèìè íåïóñòèìè ìíîæèíàìè
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî â ÿêîñòi fpiq ìîæíà âçÿòè íàéìåíøèé åëå-
ìåíò ìíîæèíè Si.
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Iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ âèáîðó íå âèêëèêà¹ çàïåðå÷åíü i â òîìó
âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà iíäåêñiâ I ¹ ñêií÷åííîþ. Îäèí ç àðãóìåí-
òiâ ïðîòè íåîáìåæåíîãî âèêîðèñòàííÿ àêñiîìè âèáîðó (ïðè íåñêií-
÷åííî¨ ìíîæèíi I iíäåêñiâ) ïîëÿãàâ ó òîìó, ùî �ëþäñüêèé ðîçóì�
íå â çìîçi çäiéñíèòè íåñêií÷åííå ÷èñëî àêòiâ âèáîðó åëåìåíòiâ ó
íåïóñòèõ ìíîæèíàõ äàíîãî ñiìåéñòâà, íå ìàþ÷è çàêîíó, ïî ÿêîìó
ñëiä âèáèðàòè åëåìåíòè. Ùîá çðîçóìiòè ðîëü i ìiñöå àêñiîìè âè-
áîðó (ÀÑ) â áóäiâëi ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè, íàéêðàùå ðîçãëÿíóòè òi
ìàòåìàòè÷íi ìiðêóâàííÿ, â ÿêèõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ öÿ àêñiîìà.

Ôàõiâöi, iíòåðåñè ÿêèõ ëåæàòü äàëåêî âiä òåîði¨ ìíîæèí àáî
òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òîïîëîãi¨, ÷àñòî àñîöiþþòü ðîëü àêñiîìè âè-
áîðó ç ïîáóäîâîþ ðiçíîãî ðîäó �ïàðàäîêñàëüíèõ� ìíîæèí, íà÷åáòî
íåâèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë àáî ðîçáèòòÿ êóëi íà
ñêií÷åííå ÷èñëî ÷àñòèí, ç ÿêèõ áåç íàêëàäåíü i ïóñòîò ñêëàäàþòüñÿ
äâi êóëi òîãî æ ðàäióñà. Íà öåé ïiäñòàâi iíîäi ðîáèòüñÿ âèñíîâîê,
ùî àêñiîìà âèáîðó, ïî ñóòi, íå ïîòðiáíà â �ñïðàâæíié� ìàòåìàòèêè,
à âñi ïîâ'ÿçàíi ç öi¹þ àêñiîìîþ äèñêóñi¨ íîñÿòü ÷èñòî ñõîëàñòè÷íèé,
êàáiíåòíèé õàðàêòåð. Íàñïðàâäi æ ìè íå ìîæåìî îáiéòèñÿ áåç ¨¨ çà-
ñòîñóâàííÿ ó áàãàòüîõ äîâåäåííÿõ, íàïðèêëàä, ó äîâåäåííÿõ òàêèõ
âàæëèâèõ òâåðäæåíü ç òåîði¨ ìíîæèí, ùî íàâåäåíi íèæ÷å.

2.7.5 Âëàñòèâîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü, ÿêó íåìîæëèâî äîâåñòè áåç àêñiîìè âèáîðó,
äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè çëi÷åííiñòü ðÿäó âàæëèâèõ ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ñó-
êóïíîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íå áiëüøå íiæ çëi÷åííå ñiìåéñòâî çëi-
÷åííèõ ìíîæèí:

X1 � tx1,1, x1,2, x1,3, . . .u,
X2 � tx2,1, x2,2, x2,3, . . .u,
. . .,
Xn � txn,1, xn,2, xn,3, . . .u,
. . .

Åëåìåíòè îá'¹äíàííÿ X âñiõ ìíîæèí Xi ìîæíà ðîçòàøóâàòè
â ïîñëiäîâíiñòü íàñòóïíèì ïðîñòèì ñïîñîáîì:

x1,1, x1,2, x2,1, x1,3, x2,2, x3,1, . . . , x1,n, x2,n�1, . . . , xn,1, . . .
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(Òîáòî, åëåìåíòè xi,j ìíîæèíè X îðãàíiçóþòüñÿ â áëîêè ç
îäíàêîâîþ ñóìîþ iíäåêñiâ i � j, ùî ñëiäóþòü îäèí çà îäíèì ó ïî-
ðÿäêó çðîñòàííÿ i�j; ïðè öüîìó, ïîðÿäîê óñåðåäèíi êîæíîãî áëîêó
âiäïîâiäà¹ çðîñòàííþ iíäåêñó i.) Çíà÷èòü, ìè ìà¹ìî ìîæëèâiñòü ïå-
ðåíóìåðóâàòè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè ç N� âñi åëåìåíòè ìíîæèíè
X, ùî ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ìíîæèíè N� i X ðiâíîïîòóæíi. Òîáòî,
X - çëi÷åííà ìíîæèíà. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Àíàëiçóþ÷è öå äîâåäåííÿ, ìè áà÷èìî, ùî êîæíà ìíîæèíàXi

äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî çàñîáiâ ïåðåðàõóâàííÿ ñâî¨õ åëåìåíòiâ
íàâåäåíîãî âèãëÿäó. Ó òîé æå ÷àñ, çàçíà÷åíèé çàïèñ ìíîæèíè X ïå-
ðåäáà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè Xi çàôiêñîâàíî ÿêðàç îäíå, êîí-
êðåòíå ïåðåðàõóâàííÿ âêàçàíîãî âèãëÿäó, ÿêå i âèáèðà¹ �ïîòðiáíèé�
åëåìåíò ç Xi. Òàêèì ÷èíîì, òóò, ïî-ñóòi, éäåòüñÿ ïðî âèêîðèñòàííÿ
ôóíêöi¨ âèáîðó äëÿ ñiìåéñòâà X1, X2, . . ., i, òàêèì ÷èíîì, àêñiîìà
âèáîðó âiäiãðà¹ âèçíà÷àëüíó ðîëü ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ.

Ç íüîãî âèïëèâà¹ íèçêà öiêàâèõ íàñëiäêiâ.
Òâåðäæåííÿ 2.4. Ñêií÷åííèé äåêàðòiâ äîáóòîê

A1�. . .�An çëi÷åííèõ ìíîæèí A1,. . . ,An (n ¥ 2) ¹ çëi÷åííîþ
ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Iíäóêöiÿ ïî n. Â ñèëó î÷åâèäíîãî iíäóêöiéíîãî
ïåðåõîäó ñïðàâåäëèâiñòü äàíîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü âñòàíîâèòè äëÿ
n � 2. Éîãî æ iñòiííiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ìíîæèíó âñiõ ïàð
(ai, bj)P A1 � A2, äå A1 � ta1,a2,. . . , am,. . .u i A2 �tb1, b2,. . . , bk,. . .u
ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ òàêî¨ çëi÷åííî¨ ñóêóïíîñòi çëi÷åííèõ
ìíîæèí

B1 �tpa1, b1q,pa1, b2q,. . . , pa1, bkq, . . .u,
B2 �tpa2, b1q,pa2, b2q,. . . , pa2, bkq, . . .u,
. . .

Bm �tpam, b1q,pam, b2q,. . . ,pam, bkq,. . .u,
. . .

ÿêà ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ ó ñèëó òâåðäæåííÿ 2.3. Êiíåöü äîâåäåí-
íÿ.

ßê íàñëiäîê ìà¹ìî, ùî, ìíîæèíà âñiõ òî÷îê êîîðäèíàòíî¨
ïëîùèíè ç ðàöiîíàëüíèìè êîîðäèíàòàìè çëi÷åííà.

Òàêîæ íà áàçi òâåðäæåííÿ 2.3 íåòðóäíå äîâåñòè, ùî ìíîæè-
íà Σ� âñiõ ñëiâ ó çàäàíîìó ñêií÷åííîìó àëôàâiòi Σ çëi÷åííà.

Äiéñíî, Σ� = teu Y Σ�
1 Y . . . Y Σ�

m Y . . ., äå e � ïóñòå ñëîâî i
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Σ�
m � ìíîæèíà âñiõ ñëiâ iç m ñiìâîëiâ àëôàâiòà Σ (m � 1, 2, . . .).

Òâåðäæåííÿ 2.5. Ìíîæèíà Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë çëi÷åííà.
Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ìíîæèíó Z ó âèãëÿäi îá'åäíåííÿ NY

t�1,�2,�3,. . .u. Ìíîæèíà N çëi÷åííà. Î÷åâèäíî, ùî i ìíîæèíà
t�1,�2,�3,. . .u çëi÷åííà. Òîìó, ó ñèëó òâåðäæåííÿ 2.3, Z ¹ çëi÷åí-
íîþ ìíîæèíîþ. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

×èñëîâà ìíîæèíàW íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè ÷èñåë a, b P W (a   b) çàâæäè iñíó¹ ÷èñëî
c PW òàêå, ùî a   c   b.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ùiëüíà ìíîæèíàW
çàâæäè ¹ íåñêií÷åííîþ. Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíî¨ ïàðè ÷èñåë a, b PW
iñíó¹ áåçëi÷ ÷èñåë c PW , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ a   c   b.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë, à òàêîæ áóäü-ÿêà ¨¨
ïiäìíîæèíà (çîêðåìà, ìíîæèíà N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì) �
íå ùiëüíi. Ó òîé æå ÷àñ ìíîæèíà Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ùiëü-
íîþ ìíîæèíîþ. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë r1 i r2
(r1   r2) ÷èñëî r � pr1 � r2q{2 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi r1   r   r2.
Çîêðåìà, äëÿ âñiõ ÷èñåë r1 ç íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë tr1 � pr2 � r1q{2i | i � 1, 2, . . .u âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
r1   r1   r2.

Çäàâàëîñÿ á, çi ùiëüíîñòi ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïî-
âèííî áóëî á âèïëèâàòè, ùî öÿ ìíîæèíà ìà¹ áiëüøó ïîòóæíiñòü,
íiæ ìíîæèíà N àáî ìíîæèíà Z. Îäíàê ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ,
ÿêå ¹ íàñëiäîê òâåðäæåííÿ 2.3.

Òâåðäæåííÿ 2.6.ÌíîæèíàQ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çëi-
÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíó Q ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ òàêèõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí:

A1 � t0,�1, 1,�2, 2,�3, 3, . . .u � äðîáè âèãëÿäó q{1p� qq, q PZ
(òîáòî óñi öiëè ÷èñëà),

A2 � t0{2,�1{2, 1{2,�2{2, 2{2,�3{2, 3{2, . . .u � äðîáè âèãëÿäó
q{2, q PZ,

A3 � t0{3,�1{3, 1{3,�2{3, 2{3,�3{3, 3{3, . . .u � äðîáè âèãëÿäó
q{3, q PZ,

. . .,
Ak � t0{k,�1{k, 1{k,�2{k, 2{k,�3{k, 3{k, . . .u � äðîáè âèãëÿ-

äó q{k, q PZ,
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. . .

Ó ñèëó òâåðäæåííÿ 2.3 ìà¹ìî çëi÷åííîñòü Q. Êiíåöü äîâåäåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó P óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ

ppxq � an � xn � an�1 � xn�1 � . . . � a1 � x � a0 ç ðàöiîíàëü-
íèìè êîåôiöi¹íòàìè (ai P Q, i � 0, 1, . . . , n, n � 0, 1, 2, . . .).

Ìíîæèíó P ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çëi-
÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí Pn, äå Pn � öå ìíîæèíà ìíîãî-
÷ëåíiâ ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðå-
âèùó¹ n, n � 0, 1, 2, . . . Ðàçîì òèì, áóäü-ÿêîìó ìíîãî÷ëåíó
ppxq � an � xn � an�1 � xn�1 � . . .� a1 � x� a0 ç ìíîæèíè Pn ìîæíà
ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü êîðòåæ xan, an�1, . . . , a1, a0y, ÿêèé ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ai � êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ìíîãî÷ëåíà.
Î÷åâèäíî, öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ. Òîáòî, Pn v

Qn�1. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.4 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Pn � çëi÷åííà,
à òîìó çëi÷åííîþ ¹ i ìíîæèíà P .

Íàçâåìî ÷èñëî àëãåáðà¨÷íèì, ÿêùî âîíî ¹ êîðåíåì äåÿêîãî
ìíîãî÷ëåíà ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âiäîìî, ùî êîæåí òà-
êèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ (íå áiëüøó âiä ñòå-
ïåíÿ ìíîãî÷ëåíà). Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíó âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ñêií÷åí-
íèõ ìíîæèí. Îòæå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ôàêò.

Òâåðäæåííÿ 2.7. Ìíîæèíà âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë çëi-
÷åííà.

Ïiñëÿ ðîçãëÿäó çëi÷åííîñòè ìíîæèí i äåÿêèõ ïðèêëàäiâ çëi-
÷åííèõ ìíîæèí ëîãi÷íå âèïëèâà¹ ïðèïóùåííÿ ïðî ðiâíîïîòóæíiñòü
óñiõ íåñêi÷åííèõ ìíîæèí: ÷è âñi íåñêií÷åííi ìíîæèíè çëi÷åííi, àáî
÷è iñíóþòü íåñêií÷åííi ìíîæèíè, ÿêi íå áóäóòü çëi÷åííèìè? Äî-
ñëiäæåííþ öüîãî ïèòàííÿ ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíié ðîçäië.

2.7.6 Íåçëi÷åííi ìíîæèíè

Ôàêò iñíóâàííÿ ìíîæèí, ÿêi íå ¹ çëi÷åííèìè (íåçëi÷åííèõ ìíîæèí),
âïåðøå áóâ âñòàíîâëåíèé Ã. Êàíòîðîì çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâà-
íîãî íèì äiàãîíàëüíîãî ìåòîäó, ÿêèé íàáóâ çãîäîì ôóíäàìåíòàëü-
íîãî çíà÷åííÿ â ðiçíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè. Çîêðåìà, öåé ìåòîä
ëåæèòü â îñíîâi äîâåäåííÿ òàêîãî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåçëi-
÷åííèõ ìíîæèí, ÿêå íàëåæèòü Ã. Êàíòîðó.
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Òâåðäæåííÿ 2.8. Ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë x, òàêèõ, ùî
0   x   1 (òîáòî òèõ, ùî íàëåæàòü âiäêðèòîìó iíòåðâàëó p0, 1q)
¹ íåçëè÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòiìî, ùî öå òâåðäæåííÿ õèáíå i ìíîæè-
íà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, çëi÷åííà. Çíà÷èòü, ìîæ-
íà âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ íèìè i íàòó-
ðàëüíèìè ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . .. Òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, iñíó¹ íóìåðà-
öiÿ öèõ ÷èñåë, ñêàæiìî, x1, x2, . . . , xn, . . .. Ïåðåïèøåìî ¨õ ó âèãëÿäi
íåñêií÷åííèõ äåñÿòêîâèõ äðîáiâ â ïîðÿäêó ¨õ íóìåðàöi¨:

x1 � 0, a11a12a13 . . . a1n . . .

x2 � 0, a21a22a13 . . . a2n . . .

x3 � 0, a31a32a33 . . . a3n . . .

. . .

xn � 0, an1an2an3 . . . ann . . .

. . .

Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ óãî-
äà, ÿêà íàâåäåíà â ðîçäiëi ïðî äiéñíi ÷èñëà ïiñëÿ òâåðäæåííÿ 1.4,
çãiäíî ç ÿêîþ ìîæíà ââàæàòè, ùî âñi äiéñíi ÷èñëà ìàþòü âèãëÿä
íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî çàïèñó i çóñòði÷àþòüñÿ ó çàçíà÷åíîìó
âèùå ïåðåëèêó òiëüêè îäèí ðàç.

Òåïåð, ðóõàþ÷èñü ïî äiàãîíàëi âiä a11 äî a22,
âiä a22 äî a33 i ò. ä., óòâîðèìî íîâèé íåñêií÷åííèé äå-
ñÿòêîâèé äðiá y � 0, b1b2 . . . bn . . ., âèáèðàþ÷è öèôðè
b1, b2, . . . , bn, . . . äîâiëüíèì ÷èíîì, àëå ç äîäåðæàííÿì òàêèõ
óìîâ: b1 �� a11, b2 �� a22, . . . , bn �� ann, . . .. Äîäàòêîâî, ùîá óíèêíóòè
ñèòóàöi¨ ç ìîæëèâiñòþ çîáðàæåííÿ îäíîãî é òîãî æ ðàöiîíàëüíîãî
÷èñëà ó äâîõ ôîðìàõ, áóäåìî âèáèðàòè öèôðè bi òàê, ùîá bi �� 0 i
bi �� 9, i � 1, 2, . . . (ùî ëåãêî çðîáèòè òîìó, ùî ó íàñ ¹ äåñÿòü öèôð
äëÿ çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ó äåñÿòêîâîìó çàïèñó).

Óòâîðåíèé äðiá y ¹ çàïèñîì äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà ìiæ 0 i 1.
Ç ïîáóäîâè y äðîáè y i xn âiäðiçíÿþòüñÿ ïðèíàéìíi n-þ öèôðîþ ïiñ-
ëÿ êîìè (n � 1, 2, . . .). Òîìó y íå íàëåæèòü ðîçãëÿäóâàíié çëi÷åííî¨
ìíîæåíi tx1, . . . , xn, . . .u. Îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì.
Îòæå, ìíîæèíà âñiõ ðîçãëÿäà¹ìèõ äiéñíèõ ÷èñåë íåçëi÷åííà. Êiíå-
öü äîâåäåííÿ.

Áóäü-ÿêà ìíîæèíà, ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ ÷è-
ñåë x, ùî çíàõîäÿòüñÿ ìiæ ÷èñëàìè 0 i 1 (0   x   1), íàçèâà¹òüñÿ
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êîíòèíóàëüíîþ, àáî ìíîæèíîþ ïîòóæíîñòi êîíòèíóóì.
Ç íàâåäåíèõ âèùå ïðèêëàäiâ i çàóâàæåííÿ ïðî ðiâíîïîòóæ-

íiñòü óñiõ âiäêðèòèõ iíòåðâàëiâ äiéñíî¨ ïðÿìî¨, à òàêîæ ç òâåðäæåí-
íÿ ïðî ðiâíîïîòóæíiñòü áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî iíòåðâàëó i âñi¹¨ äiéñ-
íî¨ ïðÿìî¨ âèïëèâà¹, ùî âñi öi ìíîæèíè òî÷îê áóäóòü êîíòèíó-

àëüíèìè.
Ïðîäîâæèìî âèâ÷åííÿ íåçëi÷åííèõ ìíîæèí.
Òâåðäæåííÿ 2.9. ßêùî S � íåçëi÷åííà ìíîæèíà, à A �

ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè S, òî ìíîæèíè S i
S �A ðiâíîïîòóæíi, òîáòî S v pS �Aq.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà S � A íåçëi÷åííà. ßêáè ìíîæèíà
S1 � S � A áóëà çëi÷åííîþ, òî çà òâåðäæåííÿì 2.3 ìíîæèíà
S � S1 Y A áóëà á òàêîæ çëi÷åííîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òâåð-
äæåííÿ.

Çà òâåðäæåííÿì 2.1 ìíîæèíà S1 âêëþ÷à¹ â ñåáå çëi÷åííó
ïiäìíîæèíó B (B � pS �Aq).

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó C � pS � Aq � B, äëÿ ÿêî¨ ìà¹ìî
S �A � B YC i S � pAYBq YC. Ìíîæèíà AYB çëi÷åííà. Òîäi ç
òîãî, ùî B v pAYBq, à òàêîæ òîãî, ùî CXB � H i CXpAYBq � H,
âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ ppAYBqYCq v pBYCq, òîáòî S v pS�Aq.
Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Ñôîðìóëþ¹ìî äåêiëüêà òâåðäæåíü, ÿêi äîñèòü ïðîñòî âèâî-
äÿòüñÿ iç âèùåíàâåäåíèõ ôàêòiâ.

Òâåðäæåííÿ 2.10.ßêùî S � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, à ìíî-
æèíà A � ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà, òî S v pS YAq.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî S XA � H.
ßêùî S � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî S Y A � òàêîæ çëi÷åííà

ìíîæèíà (òâåðäæåííÿ 2.3), îòæå pS YAq� S.
ßêùî S � íåçëi÷åííà ìíîæèíà, òî SYA � òàêîæ íåçëi÷åííà

ìíîæèíà. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 2.9 ppSYAq�Aq v pSYAq. Îñêiëüêè
pS YAq�A � S, ìà¹ìî S v pS YAq. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Áåçïîñåðåäíüî ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî N v N�.
Òîáòî áóäü-ÿêó çëi÷åííó ìíîæèíó A ìîæíà ïîñëiäîâíî ïåðåíóìåðó-
âàòè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ïî÷èíàþ÷è ÿê ç íóëÿ, òàê i ç îäèíèöi,
îñêiëüêè A v N v N�.

Òâåðäæåííÿ 2.11. Ìíîæèíà âñiõ iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
êîíòèíóàëüíà.
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Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà âñiõ iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ òåîðåòèêî-
ìíîæèííîþ ðiçíèöåþ ìiæ íåçëi÷åííîþ (êîíòèíóàëüíîþ) ìíîæè-
íîþ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë i çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ. Êiíåöü äî-
âåäåííÿ.

×èñëî, ÿêå íå ¹ êîðåíåì æîäíîãî ìíîãî÷ëåíà ç ðàöiîíàëüíè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè, íàçèâà¹òüñÿ òðàíñöåíäåíòíèì.

Òâåðäæåííÿ 2.12. Ìíîæèíà âñiõ òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë
êîíòèíóàëüíà.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà âñiõ òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë ¹
òåîðåòèêî-ìíîæèííîþ ðiçíèöåþ ìiæ íåçëi÷åííîþ ìíîæèíîþ
âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë i çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ
÷èñåë (òâåðäæåííÿ 2.7). Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 2.9.
Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Ùî æ äî îïåðàöi¨ ïîáóäîâè áóëåàíà, òî çàðàç ìè äîâåäåìî,
ùî ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî çëi÷åííiõ ìíîæèí ïîðîäæó¹ êîíòèíóàëüíi
ìíîæèíè.

Òâåðäæåííÿ 2.13.Ìíîæèíà 2A óñiõ ïiäìíîæèí çëi÷åííîé
ìíîæèíè A ¹ êîíòèíóàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âñi çëi÷åííi ìíîæèíè ðiâíîïîòóæíi
ìíîæèíi N� íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî äîñòàòíüî äîâåñòè êîíòèíóàëü-
íiñòü áóëåàíà 2N� ìíîæèíè N�.

Ç öi¹þ ìåòîþ ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ìíîæèíi Ak
ç 2N� íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü ç íóëiâ i îäèíèöü mk

1m
k
2 . . .m

k
i . . .

çà íàñòóïíèì çàêîíîì: mk
i � 1, ÿêùî i P Ak i mk

i � 0, ÿêùî i R Ak.
Î÷åâèäíî, öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ. Áiëüø

òîãî, äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi iñíó¹ ìíîæèíà ç 2N� , ÿêà êî-
äó¹òüñÿ íåþ, i íàâïàêè, êîæíà ìíîæèíà ç 2N� êîäó¹òüñÿ ïåâíîþ
òàêîþ ïîñëiäîâíiñòþ.

Ïåðåòâîðèìî mk
1m

k
2 . . .m

k
i . . . â äðîáîâå ÷èñëî ìiæ 0 i 1 â

äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, äîïèñàâøè ïåðåä mk
1m

k
2 . . .m

k
i . . . íóëü

ç êîìîþ: 0,mk
1m

k
2 . . .m

k
i . . ..

Òèì ñàìèì, ìè êîæíî¨ ìíîæèíi Ak ç 2N� ñòàâèìî ó âiäïîâiä-
íiñòü äåÿêå äiéñíå ÷èñëî ç âiäêðèòîãî iíòåðâàëó p0, 1q, ÿêå ïîäàíî ó
äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, i òiëüêè éîãî, i íàâïàêè, êîæíîìó òàêî-
ìó ÷èñëó ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêó ìíîæèíó ç 2N� i òiëüêè ¨¨.
À öå îçíà÷à¹ ðiâíîïîòóæíiñòü áóëåàíà 2N� i ìíîæèíè âñiõ äiéñíèõ
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÷èñåë ç âiäêðèòîãî iíòåðâàëó p0, 1q, òîáòî ãîâîðèòü ïðî êîíòèíóàëü-
íiñòü áóëåàíà 2N� . Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Öå òâåðäæåííÿ âêàçó¹ íà òå, ùî âçÿòòÿ áóëåàíó âiä çëi÷åí-
íèõ ìíîæèí, ÿê i ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ ìíîæèí, ¹ äóæå �ïîòóæíîþ�
îïåðàöi¹þ i âåäå äî ïîáóäîâè çíà÷íî �áiëüøî¨� ìíîæèíè. (Âñi iíøi
ââåäåíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ àáî âiäíîñÿòü ðåçóëüòàò ñâîãî
çàñòîñóâàííÿ äî òèïó íåñêií÷åííîñòi ñâîãî àðãóìåíòó àáî îäíîãî çi
ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, êîëè ¨õ äåêiëüêà, àáî �ñïðîùóþòü� éîãî â ñåíñi,
ùî, íàïðèêëàä, àðãóìåíòè áóëè çëi÷åííèìè ìíîæèíàìè, à ðåçóëü-
òàò âèÿâèâñÿ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ.) Òîìó ïðèðîäíî ñïèòàòè, à ùî
áóäå, ÿêùî âçÿòè áóëåàí âiä êîíòèíóàëüíî¨ ìíîæèíè? Äëÿ îòðèìàí-
íÿ âiäïîâiäi íà öå ïèòàííÿ íàì ïîòðiáíî ââåñòè ïîíÿòòÿ �ðîçìiðó�
ìíîæèí.

2.8 Ïîòóæíiñòü ìíîæèí

Ïåðøi æ äîñëiäæåííÿ â òåîði¨ ìíîæèí ïîêàçàëè, ùî, ñïèðàþ÷èñü
íà àêñiîìó âèáîðó, ìîæíà äîâåñòè ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ìíîæèí A i
B àáî iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ A i

äåÿêîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B, àáî íàâïàêè, iñíó¹ âçà¹ìíî îä-
íîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ B i äåÿêîþ ïiäìíîæèíîþ

ìíîæèíè A. Òîáòî A i B çàâæäè ìîæíà �ïîðiâíÿòè� ùîäî âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi. Öåé ôàêò âåäå äî òàêèõ âèçíà÷åíü.

Íåõàé A ¹ äåÿêà ìíîæèíà i S � tC | C v Au, òîáòî S ¹ ñó-
êóïíiñòü óñiõ ìíîæèí, ðiâíîïîòóæíèõ ìíîæèíi A (S, çâè÷àéíî, ìè-
ñòiòü A). Ïîòóæíiñòþ, àáî êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì ìíîæèíè A, ùî
ïîçíà÷à¹òüñÿ |A|, íàçèâà¹òüñÿ äåÿêà àáñòðàêöiÿ, ÿêà ïðèïèñó¹òüñÿ
ó âèãëÿäi �ìiðè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ� áóäü-ÿêî¨ ìíî-
æèíi C iç ñóêóïíîñòi S. Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî |C| � |A| äëÿ
áóäü-ÿêîãî C PM .

Äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí ïîòóæíiñòü óòî÷íþ¹òüñÿ òàêèì ÷è-
íîì.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A i ñóêóïíîñòi S �
tC | C v Au, ÿêà, çâè÷àéíî, ìiñòèòü äåÿêèé (¹äèíèé) ïî÷àòêîâèé
âiäðiçîê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ñêàæiìî, rns, ïîòóæíiñòòþ ìíîæè-
íè A (¨¨ (ñêií÷åííèì) êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì |A|) íàçèâà¹òüñÿ íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî n (ÿêå ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó áóäü-ÿêî¨ ìíî-
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æèíi ç ñóêóïíîñòi S ó çâè÷àéíîìó ñåíñi). Çà âèçíà÷åííÿì ïîêëà-
äà¹ìî, ùî |H| � 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî ¹ óçà-
ãàëüíåííÿì çâè÷àéíîãî ïîíÿòòÿ ÷èñëà åëåìåíòiâ.

Ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà A çíàõîäèòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ç äåÿêîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B, ãîâîðÿòü,
ùî ïîòóæíiñòü A íå áiëüø ïîòóæíîñòi B òà ïèøóòü |A| ¤ |B|.
ßêùî ïðè öüîìó ìíîæèíè A i B ðiâíîïîòóæíi, òîáòî iñíó¹ âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ A i B (A v B), òî ââàæà¹òüñÿ, ùî
ïîòóæíîñòi ìíîæèí A i B ¹ ðiâíèìè (|A| � |B|), à ÿêùî òàêî¨ âiä-
ïîâiäíîñòi íåìà¹, òî ïèøóòü |A|   |B| òà ãîâîðÿòü, ùî ïîòóæíiñòü
ìíîæèíè A ñòðîãî ìåíøå ïîòóæíîñòi ìíîæèíè B.

Îñêiëüêè ìíîæèíè çàâæäè ìîæíà �ïîðiâíÿòè� ùîäî âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi, òî âèõîäÿ÷è ç öèõ âèçíà÷åíü, íàì õîòi-
ëîñÿ á, ùîá äëÿ ââåäåíîãî ïîðÿäêó íà ïîòóæíîñòÿõ ìàëî ìiñöå, ùî
|A| � |B| òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |B| ¤ |A| òà |A| ¤ |B|. Òîáòî, ùîá
äëÿ ïîòóæíîñòåé |A| i |B| äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B âèêîíóâàëîñÿ á
îäíå ç òðüîõ ñïiââiäíîøåíü: |A|   |B|, |A| � |B| àáî |B|   |A|. Òåîðå-
ìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà, ùî ïðèâåäåíà íèæ÷å, ÿê ðàç i çàáåçïå÷ó¹
âèêîíàííÿ öèõ ñïiââiäíîøåíü.

ßêùî A i B � ìíîæèíè i f � äåÿêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà
âiäïîâiäíiñòü ìiæ A òà äåÿêîþ ïiäìíîæèíîþ B1 ìíîæèíè B, òî
fpAq ïîçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó B1.

Äëÿ ðîçóìiííÿ ïîäàëüøîãî, íàì áóäóòü ïîòðiáíi ïîíÿòòÿ ïå-
ðåòèíó òà îá'¹äíàííÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíîæèí, ÿêi ââîäÿòüñÿ
òàêèì ÷èíîì.

Ïåðåòèíîì íåñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí A0, . . . , Ai, . . .

¹ ìíîæèíà ta | a íàëåæèòü êîæíî¨ ç ìíîæèí A0, . . . , Ai, . . .u, ÿêà
ïîçíà÷à¹òüñÿ

�8
n�0An.

Îá'¹äíàííÿì íåñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí

A0, . . . , Ai, . . . ¹ ìíîæèíà ta | a íàëåæèòü õî÷à á îäíié ç ìíî-
æèí A0, . . . , Ai, . . .u, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ

�8
n�0An.

Òâåðäæåííÿ 2.14 (òåîðåìà Kàíòîðà-Áåðíøòåéíà). ßê-
ùî ìíîæèíà A ðiâíîïîòóæíà äåÿêié ïiäìíîæèíi B1 ìíîæèíè B

(|A| ¤ |B|) i, îäíî÷àñíî, ìíîæèíà B ðiâíîïîòóæíà äåÿêié ïiäìíî-
æèíi A1 ìíîæèíè A (|B| ¤ |A|), òî ìíîæèíè A i B ðiâíîïîòóæíi,
òîáòî |A| � |B|.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ
A i B1, à g � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ B i A1.

Ïîêëàäåìî A0 � A, A1 � gpBq � A1, A2 � gpfpA0qq � gpB1q
i An�2 � gpfpAnqq äëÿ n ¥ 1. Iíäóêöi¹þ ïî n ëåãêî äîâåñòè, ùî
An�1 � An.

Íåõàé D � �8
n�0An i Ci � Ai � Ai�1. Î÷åâèäíî, ùî

Ak � p�8
i�k Ciq YD i Ci X Cj � H ïðè i �� j.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ h òàêèì ÷èíîì:
hpaq � a, ÿêùî a P p�8

i�k C2�i�1q YD, i hpaq � gpfpaqq, ÿêùî
a P �8

i�k C2�i.
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî h ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiä-

íiñòþ ìiæ A i A1 � A1, òîáòî A v A1. Îñêiëüêè B v A1, îñòàòî÷íî
ìà¹ìî A v B. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Âiäìiòèìî, ùî ïåðâiñíå äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèêî-
ðèñòîâóâàëî àêñiîìó âèáîðó.

ßêùî ïîâåðíóòüñÿ äî îïåðàöi¨ ïîáóäîâè áóëåàíà, òî Ã. Êàí-
òîð äîâiâ âàæëèâå, âæå çãàäóâàíå òâåðäæåííÿ ùîäî êàðäèíàëüíèõ
÷èñåë, âiäîìó ÿê òåîðåìà Êàíòîðà, ÿêó íåìîæëèâî äîâåñòè áåç âè-
êîðèñòàííÿ àêñiîìè âèáîðó.

Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä ïåðâiñíîãî äîâåäåííÿ öüîãî
òâåðäæåííÿ íàâåäåíå äîâåäåííÿ íå âèêîðèñòîâó¹ àêñiîìó âèáîðó.

ßêùî ïîâåðíóòüñÿ äî îïåðàöi¨ ïîáóäîâè áóëåàíà, òî Ã. Êàí-
òîð äîâiâ âàæëèâå, âæå çãàäóâàíå òâåðäæåííÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ êàð-
äèíàëüíèõ ÷èñåë, i âiäîìå ÿê òåîðåìà Êàíòîðà, ÿêó íåìîæëèâî äî-
âåñòè áåç âèêîðèñòàííÿ àêñiîìè âèáîðó. Êðiì òîãî çàóâàæèìî, ùî
ââàæà¹òüñÿ, ùî ïîòóæíiñòü ïóñòî¨ ìíîæèíè äîðiâíþ¹ 0, ó òîé ÷àñ
ÿê áóëåàí ïóñòî¨ ìíîæèíè ìiñòèòü ïóñòó ìíîæèíó ÿê ñâié ¹äèíèé
åëåìåíò.

Òâåðäæåííÿ 2.15 (òåîðåìà Êàíòîðà). Ïîòóæíiñòü áóäü-
ÿêî¨ ìíîæèíè A ñòðîãî ìåíøå ïîòóæíîñòi ¨¨ áóëåàíó 2A (|A|   |2A|).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèïàäêó ïóñòî¨ ìíîæèíè A äîâîäèòè íi÷îãî.
Íåõàé A � íåïóñòà ìíîæèíà. Îñêiëüêè iñíó¹ òðèâiàëüíà âçà-

¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ A i ïiäìíîæèíîþ
ttau | a P Au ìíîæèíè 2A, ÿêà êîæíîìó a P A ñòàâèòü ó âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü tau P 2A, òî |A| ¤ |2A|. Òîìó äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî ìíîæèíè A òà 2A íåðiâíîïîòóæíi.

Äîâåäåííÿ îñòàííüîãî áóäå ïðîâîäèòèñÿ âiä ïðîòèëåæíîãî,
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âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé äiàãîíàëüíèé ìåòîä Êàíòîðà (â ÿêîìó i
�çàõîâàíà� àêñiîìà âèáîðó).

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü g

ìiæ ìíîæèíàìè A i 2A, çàäàíå ó âèãëÿäi g � txb, By | b P A i
B P 2Au, äå ó êîæíié ïàði âiäïîâiäíîñòi g ïåðøà êîîðäèíàòà b �
öå åëåìåíò ìíîæèíè A, à äðóãà êîîðäèíàòà B � äåÿêà ïiäìíîæèíà
ìíîæèíè A. ßñíî, ùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè xb, By P g âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè
îäíà ç äâîõ óìîâ: àáî b P B, àáî b R B.

Ïîáóäó¹ìî íîâó ìíîæèíó K � tb | b P A i b R B äëÿ
xb, By P gu. Çàóâàæèìî, ùî ç òîãî, ùî H P 2A ñëiäó¹, ùî K �� H.

Îñêiëüêè âiä K ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A (K P 2A), òî g
ïiäìíîæèíi K ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíèé åëåìåíò k P A, òîáòî
xk,Ky P g. Òîäi âiäíîñíî åëåìåíòà k P A i ïiäìíîæèíè K � A

ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî k P K, àáî k R K.
Íåõàé k P K. Ç óìîâè xk,Ky P g i ñïîñîáó ïîáóäîâè ìíîæèíè

K âèïëèâà¹, ùî k R K. Ïðîòèði÷÷ÿ.
Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî k R K, òî íà ïiäñòàâi

òîãî, ùî xk,Ky P g, i ñïîñîáó ïîáóäîâè ìíîæèíè K ïîâèííî âèêî-
íóâàòèñÿ k P K. Çíîâó ïðîòèði÷÷ÿ.

Îòæå, íåìîæëèâî âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ A i 2A.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî |A|   |2A|. Êiíåöü äîâåäåííÿ.
Òåîðåìà Êàíòîðà ïîêàçó¹, ùî íå iñíó¹ ìíîæèíè íàéáiëüøî¨

ïîòóæíîñòi, àáî, iíøèìè ñëîâàìè, íå iñíó¹ íàéáiëüøîãî êàðäèíàëü-
íîãî ÷èñëà. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíóâøè ìíîæèíè H, r1s, r2s, . . . , rns, . . .,
N, 2N, 22

N

,. . ., îäåðæèìî íåñêií÷åííî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü âiä-
ïîâiäíèõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë |H|   |r1s|   |r2s|   . . .   |rns|   . . .  
|N|   |2N|   |22N |   . . . (äå |H| � íàèìåíüøèé êàðäèíàë, ÿêèé, ÿê
áà÷èìî, iñíó¹). Ùå çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî ó ñåíñi êàðäèíàëiâ
çëi÷åííi ìíîæèíè ¹ ñàìèìè �ìàëåíüêèìè� ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíî-
æèí.

Ùå âiäçíà÷èìî, ùî çâè÷àéíi àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ÷èñ-
ëàìè íàòóðàëüíîãî ðÿäó ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê êàðäèíàëü-
íèõ ÷èñåë. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â ðàçi ñêií÷åííèõ êàðäèíàëüíèõ
÷èñåë öi îïåðàöi¨ çáiãàþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè àðèôìåòè÷íèìè äiÿ-
ìè íàä ÷èñëàìè. Êðiì öüîãî, îïåðàöi¨ íàä êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè
çáåðiãàþòü áàãàòî âëàñòèâîñòåé çâè÷àéíèõ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié.
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Òàêîæ áiãëî òîðêíåìîñÿ ùå îäíié öiêàâî¨ êëàñè÷íî¨ ïðîáëå-
ìè òåîði¨ ìíîæèí, ñôîðìóëüîâàíèé ùå ó 1884 ðîöi Ã. Êàíòîðîì i âi-
äîìî¨ ÿê ãiïîòåçà êîíòèíóóìà, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî íå iñíó¹ ìíîæè-
íè, êàðäèíàëüíå ÷èñëî ÿêî¨ ðîçòàøîâàíå ìiæ êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì
çëi÷åííèõ ìíîæèí i êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì êîíòèíóàëüíèõ ìíîæèí.

Ïðîáëåìó ãiïîòåçè êîíòèíóóìà, ïiñëÿ ¨¨ ïîÿâè, ìàéæå âiñiì
äåñÿòêiâ ðîêiâ íàìàãàëèñÿ ðîçâ'ÿçàòè àáî ñïðîñòóâàòè áàãàòî ìàòå-
ìàòèêiâ ñâiòó. I ëèøå ó 1963 ðîöi òðèäöÿòèði÷íèé àìåðèêàíñüêèé
ìàòåìàòèê Ïîë Êîåí îòðèìàâ ðåçóëüòàò, ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ãiïî-
òåçó êîíòèíóóìà íå ìîæíà íi äîâåñòè, íi ñïðîñòóâàòè, âèõîäÿ÷è ç
àêñiîì òàê çâàíî¨ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ìíîæèí Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ç
àêñiîìîþ âèáîðó. Îòæå, ïðèéíÿòòÿ àáî âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè êîíòè-
íóóìà ¹ îäíàêîâî çàêîííèìè, ùî âåäå äî ìîæëèâîñòi ïîáóäîâè äâîõ
ðiçíèõ íåñóïåðå÷ëèâèõ òåîðié ìíîæèí ó ðàìêàõ àêñiîìàòè÷íîãî ïiä-
õîäó äî òåîði¨ ìíîæèí, ðîçâèòîãî Å. Öåðìåëîì i À. Ôðåíêåëiì.

Íà çàêií÷åííÿ ïðîñòî çãàäà¹ìî îäíå ç âàæëèâèõ óçàãàëüíåíü
ïîíÿòòÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ùî âåäå çà �ìåæi íåñêií÷åííîñòi� �
òàê çâàíi ïîðÿäêîâi ÷èñëà, àáî òðàíñôiíiòíi ÷èñëà, àáî îðäèíàëè.
Âïåðøå ââåäåíi Ãåîðãîì Êàíòîðîì ó 1897 ðîöi ç ìåòîþ êëàñèôiêàöi¨
öiëêîì âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí (äèâ. ðîçäië ïðî âiäíîøåííÿ), âîíè
ãðàþòü êëþ÷îâó ðîëü â äîâåäåííÿõ áàãàòüîõ òåîðåì òåîði¨ ìíîæèí,
îñîáëèâî ó çâ'ÿçêó çi çâ'ÿçàíèì ç íèìè ïðèíöèïîì òðàíñôèíèòíîé
iíäóêöi¨. ßê i iíøi òèïè ÷èñåë, ¨õ ìîæíà äîäàâàòè, ïåðåìíîæóâàòè
òà ïiäíîñèòè äî ñòåïåíÿ.

2.9 Ïàðàäîêñè

ßêùî ïðîàíàëiçóâàòè ìàòåðiàë ç íà¨âíî¨ òåîði¨ ìíîæèí, íàâåäåíèé
ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, òî ìîæíà âèÿâèòè âiäñóòíiñòü áóäü-ÿêèõ îá-
ìåæåíü ÿê íà ïîíÿòòÿ ìíîæèí, òàê i íà îïåðàöi¨ íàä íèìè. Òàêà
ïîâíà ñâîáîäà (çà âèñëîâîì Ã. Êàíòîðà �ñóòü ìàòåìàòèêè ïîëÿãà¹ â
i¨ ñâîáîäi�) ñïî÷àòêó íiÿê íå âïëèâàëà íà ðîçâèòîê òåîði¨ ìíîæèí,
àëå íà ðóáåæi 19-ãî i 20-ãî ñòîëiòü íåñïîäiâàíî âèÿâèëîñÿ, ùî áóäè-
íîê ìàòåìàòèêè, çâåäåíèé äî òîãî ÷àñó íà áàçi íàÿâíî¨ òåîði¨ ìíî-
æèí, ¹ íåäîñêîíàëèì � â íüîìó ïðèñóòíi òàê çâàíi ïàðàäîêñè, àáî
àíòèíîìi¨. Öå ïðèâåðíóëî óâàãó äî òîãî, ÿêi òåîðåòèêî-ìíîæèííi
ïîáóäîâè ïîâèííi ëåæàòè â îñíîâi ìàòåìàòèêè.
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Âçàãàëi ãîâîðèòüñÿ, ùî áóäü-ÿêà òåîðiÿ ìiñòèòü àíòèíîìiþ,
ÿêùî â öié òåîði¨ ìîæíà äîâåñòè äâà ðå÷åííÿ, ùî ñóïåðå÷àòü îäèí
îäíîìó, àáî îäíå ñêëàäíå ðå÷åííÿ, ùî ìà¹ âèãëÿä åêâiâàëåíòíîñòi
ìiæ äâîìà âçà¹ìíî ñóïåðå÷ëèâèìè ðå÷åííÿìè.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó öå ñâiä÷èòü ïðî íåâäàëî âèáðàíi âèõiä-
íi ïîëîæåííÿ òåîði¨ òà/àáî âèêîðèñòóâàííÿ â òåîði¨ íåêîðåêòíèõ
ïðàâèë âèâåäåííÿ, ùî ïðèçâåëî äî ñóïåðå÷ëèâî¨ òåîði¨. I öþ ñèòó-
àöiþ ÷àñòî ìîæíà âèïðàâèòè, ÿêùî ïiäïðàâèòè âèõiäíi ïîëîæåííÿ
òà/àáî çìiíèòè ïåâíèì ÷èíîì ïðàâèëà âèâåäåííÿ. Äðóãèé æå âèïà-
äîê ãîâîðèòü ïðî òå, ùî, ñõîæå, ç ñàìîãî ïî÷àòêó íå äóæå âäàëî
áóâ îáðàíèé ïîíÿòiéíèé àïàðàò òåîði¨ òà/àáî íåäîñòàòíüî ïîâíî áó-
ëà ïðîâåäåíà éîãî (ìîæëèâî, ÷àñòêîâà) ôîðìàëiçàöiÿ, íàâiòü ÿêùî
àêñiîìè òåîði¨ âèãëÿäàþòü ñïðàâæíiìè, à ïðàâèëà âèâåäåííÿ � âið-
íèìè. Ñàìå ç öèì äðóãèì âèïàäêîì i çiòêíóëèñÿ ðîçðîáíèêè òåîði¨
ìíîæèí íà ïî÷àòêó 20-ãî ñòîëiòòÿ.

Çóïèíèìîñÿ íà äåÿêèõ íàéáiëüø âiäîìèõ ïàðàäîêñàõ, ÿêi ïî-
êàçàëè, ùî iíòó¨òèâíà òåîðiÿ ìíîæèí íåäîñêîíàëà, i ¨¨ âèïðàâëåííÿ
ïîòðåáó¹ ñóòò¹âîãî êîðèãóâàííÿ, ùî ïðèçâåëî, çðåøòîþ, äî ïîÿâè
öiëîãî ðÿäó àêñiîìàòè÷íèõ òåîðié ìíîæèí. Âiäðàçó çàóâàæèìî, ùî
ìè çàëèøà¹ìî îñòîðîíü îïèñ öèõ àêñiîìàòè÷íèõ òåîðié, i ïðîñòî
íàâîäèìî òi ïàðàäîêñè, ÿêi íàäàëè íàéáiëüø iñòîòíèé âïëèâ íà ðîç-
âèòîê òåîði¨ ìíîæèí i ëîãiêè â íàïðÿìêó ¨õ ïîäîëàííÿ.

Ïàðàäîêñ Êàíòîðà. Çà òåîðåìîþ Êàíòîðà, ìíîæèíà 2A âñiõ
ïiäìíîæèí äàíî¨ ìíîæèíè A ìà¹ áiëüøó ïîòóæíiñòü, íiæ ñàìà ìíî-
æèíà A. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìíîæèíó âñiõ ìíîæèí, ÿêó íàçâåìî U .
Éîãî ìíîæèíà 2U âñiõ ïiäìíîæèí U , ìà¹ òîäi áiëüøó ïîòóæíiñòü,
íiæ ñàìå U , ùî ïàðàäîêñàëüíî â ñèëó òîãî ôàêòó, ùî U , çà âèçíà-
÷åííÿì, ¹ ìíîæèíîþ, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå âñi ìíîæèíè.

Öÿ àíòèíîìiÿ áóëà âiäîìà ñàìîìó Ãåîðãó Êàíòîðó ùå â 1899
ð.; öiêàâî, îäíàê, ùî îïóáëiêîâàíà âîíà áóëà ëèøå â 1932 ð. Ó 1901
âîíà ïðèâåðíóëà óâàãó Áåðòðàíà Ðàññåëà, ÿêèé ïiä ¨¨ âïëèâîì ïî-
áóäóâàâ âëàñíó àíòèíîìiþ.

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè âèäà¹òüñÿ öiëêîì
îñìèñëåíèì ç'ÿñóâàòè, ¹ âîíî ñâî¨ì âëàñíèì åëåìåíòîì ÷è íi. Ïî
âiäíîøåííþ äî äåÿêèõ ìíîæèí âàæêî çàñóìíiâàòèñÿ â òîìó, ùî âî-
íè íå ¹ âëàñíèìè åëåìåíòàìè: ìíîæèíà ïëàíåò, íàïðèêëàä, íå ¹,
çâè÷àéíî, ïëàíåòîþ i òîìó íå ¹ âëàñíèì åëåìåíòîì. Iíøi ìíîæèíè
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íàñòiëüêè æ ïðèðîäíî áåç âàãàíü ââàæàòè âëàñíèìè åëåìåíòàìè:
î÷åâèäíèé ïðèêëàä � ìíîæèíà âñiõ ìíîæèí. Òîìó çäà¹òüñÿ öiëêîì
ïðèðîäíèì ïîñòàâèòè òå æ ïèòàííÿ ùîäî ìíîæèíè âñiõ ìíîæèí, ÿêi
íå ¹ âëàñíèìè åëåìåíòàìè. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ, îäíàê, áåíòå-
æèòü: ïîçíà÷èâøè îñòàííþ ìíîæèíó ÷åðåç S, ìè âiäðàçó áà÷èìî,
ùî ÿêùî S ¹ åëåìåíòîì S, òî S íàëåæèòü ìíîæèíi âñiõ ìíîæèí,
ÿêi íå ¹ âëàñíèìè åëåìåíòàìè, òîáòî S íå ¹ âëàñíèì åëåìåíòîì. Ç
iíøîãî áîêó, ÿêùî S íå ¹ åëåìåíòîì S, S íå íàëåæèòü ìíîæèíi âñiõ
ìíîæèí, ÿêi íå ¹ âëàñíèìè åëåìåíòàìè, à òîìó ¹ âëàñíèì åëåìåí-
òîì. Çiñòàâëÿþ÷è ñêàçàíå, ìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî S ¹ åëåìåíòîì S

â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè S íå ¹ åëåìåíòîì S, � î÷å-
âèäíà òóïèêîâà ñèòóàöiÿ, ùî îòðèìàíà íà ïiäñòàâi ïðàâäîïîäiáíèõ
ïðèïóùåíü ëàíöþãîì áåçïåðå÷íèõ íà âèãëÿä ìiðêóâàíü.

Âèùå ìè ïðèâåëè ïàðàäîêñè, ùî âèíèêàþòü ó çâ'ÿçêó ç
�íåîáìåæåíèì� âèêîðèñòàííÿì íà¨âíîþ òåîði¨ ìíîæèí. Îäíàê â ìà-
òåìàòèöi, ïåðåâàæíî ïîâ'ÿçàíî¨ ç òåîði¹þ àëãîðèòìiâ, çíà÷íó ðîëü
ãðàþòü ïàðàäîêñè íàäàíîãî íèæ÷å òèïó.

Ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêîìó ñåëèùi íåìà¹
áîðîäàòèõ ëþäåé i âñi ÷îëîâiêè ãîëÿòüñÿ àáî ñàìi, àáî ó ìiñöåâîãî
áðàäîáðåÿ. Âiäîìî, ùî â öüîìó ñåëèùi áðàäîáðåé ãîëèòü òèõ i òiëü-
êè òèõ, õòî íå ãîëèòüñÿ ñàì. ×è ãîëèòü áðàäîáðåé ñàìîãî ñåáå? ßê-
ùî âií ãîëèòü ñàìîãî ñåáå, òî âií âiäíîñèòüñÿ äî òèõ, õòî ãîëèòüñÿ
ñàì, à ëþäåé öi¹¨ êàòåãîði¨ âií íå ïîâèíåí ãîëèòè. ßêùî æ âií íå
áóäå ãîëèòè ñàìîãî ñåáå, òî âií âiäíîñèòüñÿ äî òèõ, õòî íå ãîëèòüñÿ
ñàì, à òàêèõ ëþäåé âií ÿêðàç i ïîâèíåí ãîëèòè. Òóïèêîâà ñèòóà-
öiÿ. I, ÿê ïðàâèëî, ñàìå çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ òàêèõ òóïèêî-
âèõ ñèòóàöié àáî çâåäåííÿ äî îäíi¹¨ ç íèõ ïðîâîäèòüñÿ äîâåäåííÿ
àëãîðèòìi÷íî¨ íåðîçâ'ÿçàíîñòi öiëîãî ðÿäó ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì,
òîáòî äî âñòàíîâëåííÿ òîãî, ùî íå ìîæíà ïîáóäóâàòè ñóêóïíiñòü
ïðàâèë äié, ùî çàäàþòü çàãàëüíèé àëãîðèòì âèðiøåííÿ áóäü-ÿêî¨
çàäà÷è iç çàçäàëåãiäü çàäàíîãî (íåñêií÷åííîãî) êëàñó çàäà÷.

Íàâåäåíi ïàðàäîêñè çàçâè÷àé âiäíîñÿòü äî ðîçðÿäó ëîãiêî-
ìàòåìàòè÷íèõ, ïîðÿä ç ÿêèìè ¹ òàê çâàíi ñåìàíòè÷íi ïàðàäîê-
ñè, ïîâ'ÿçàíi ç ñåìàíòè÷íî¨ çàìêíóòiñòþ ïðèðîäíèõ ìîâ, ïðèêëàäè
ÿêèõ äàþòüñÿ íèæ÷å.

Ïàðàäîêñ Ãðåëëiíãà�Íåëüñîíà. Àíòèíîìiÿ Ãðåëëiíãà�
Íåëüñîíà ôîðìóëþ¹òüñÿ äóæå ïðîñòî. Äåÿêi óêðà¨íñüêi ïðèê-
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ìåòíèêè, íàïðèêëàä, �óêðà¨íñüêèé� i �áàãàòîñêëàäîâèé�, ìàþòü
òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ÿêi âîíè íàçèâàþòü: ïðèêìåòíèê �óêðà¨íñü-
êèé� ñàì ¹ óêðà¨íñüêèì, à ïðèêìåòíèê �áàãàòîñêëàäîâèé� ñàì ¹
áàãàòîñêëàäîâèì, â òîé ÷àñ ÿê âåëè÷åçíà áiëüøiñòü ïðèêìåòíèêiâ,
òàêi ÿê �ôðàíöóçüêèé�, �îäíîñêëàäîâèé� i �ãàðÿ÷èé�, íå âîëîäiþòü
âëàñòèâiñòþ, íàçâàíîþ êîæíèì ç íèõ. Íàçèâàþ÷è ïðèêìåòíèêè
äðóãîãî ðîäó ãåòåðîëîãi÷íèìè, ìè âiäðàçó æ âèÿâëÿ¹ìî äî ñâîãî
æàõó, ùî ïðèêìåòíèê �ãåòåðîëîãi÷íèé� ¹ ãåòåðîëîãi÷íèì â òîìó i
òiëüêè â òîìó âèïàäêó, ÿêùî âií íå ¹ ãåòåðîëîãi÷íèì.

Ïàðàäîêñ áðåõóíà. Ïðèïóñòèìî, ùî Iâàí Iâàíêî âèãîëîñèâ
1 ñi÷íÿ 2013 íàñòóïíå (i íi÷îãî iíøîãî çà âåñü öåé äåíü íå âè-
ìîâëÿâ): ¾�äèíå âèñëîâëåííÿ, âèìîâëåíå Iâàíîì Iâàíêîì 1 ñi÷íÿ
2013, õèáíå¿. Ñëóøíî ïîñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü
öüîãî âèñëîâàííÿ. Àëå âiäðàçó æ ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî öå âèñëîâëåííÿ
iñòèííå â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè âîíî õèáíå.

Âñi ïàðàäîêñè, ÿê ëîãi÷íi, òàê i ñåìàíòè÷íi, ìàþòü çàãàëüíó
âëàñòèâiñòü, ÿêó íåñòðîãî ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ñàìîçàñòîñîâíiñòü
(àáî ñàìîâiäíîñíiñòü). Ó áóäü-ÿêîìó ç öèõ ïàðàäîêñiâ ñóòíiñòü, ïðî
ÿêó â íüîìó éäåòüñÿ, ñàìà ìîæå áóòè âiäíåñåíà äî îá'¹êòiâ, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ àáî õàðàêòåðèçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåâíî¨ ñóêóïíî-
ñòi ïðèçíàêiâ. Ìàáóòü, ó âñiõ ìiðêóâàííÿõ, ùî ïðèçâîäÿòü äî òàêèõ
ïàðàäîêñiâ, ¹ äåÿêå êîëî; i öiëêîì çðîçóìiëî ïðàãíåííÿ ñàìå â öüî-
ìó áà÷èòè êîðiíü çëà. Ïðîòå ðiøó÷å âèëó÷åííÿ âñiõ ìiðêóâàíü, ùî
âêëþ÷àþòü áóäü-ÿêèé âèä ñàìîçàñòîñîâíîñòi, ¹ ÿâíî çàíàäòî ñèëü-
íèé çàñiá áîðîòüáè ç ïðîòèði÷÷ÿìè. Íå âñÿêå ïîíÿòòÿ ñàìîçàñòîñîâ-
íîñòi âåäå äî íèõ, i äåÿêi òàêi ïîíÿòòÿ ¹ íåîáõiäíèìè (íàïðèêëàä,
äëÿ ïîáóäîâè ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ðåêóðñèâíèõ îá÷èñëåíü). Òîìó ñïðî-
áè îáiéòè öi òðóäíîùi ïðèâåëè äî ïîÿâè ðÿäó àêñiîìàòè÷íèõ ñè-
ñòåì äëÿ òåîði¨ ìíîæèí, ñåðåä ÿêèõ íàéáiëüø ïîïóëÿðíèìè ¹ âæå
çãàäóâàíà ñèñòåìà Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ç àêñiîìîþ âèáîðó, à òàêîæ
ñèñòåìè ôîí Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ãåäåëÿ i Ðàññåëà-Óàéòõåäà.

Íà çàêií÷åííÿ çóïèíèìîñÿ ùå íà îäíîìó òèïi ïàðàäîêñiâ, ùî
âiäíîñÿòüñÿ äî âèêîðèñòàííÿ ïðèðîäíèõ ìîâ.

Ïàðàäîêñ Áåðði. Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.
Ìíîæèíà æå iìåí öèõ ÷èñåë, ÿêi ¹ â óêðà¨íñüêî¨ ìîâi i ìiñòÿòü, ïðè-
ïóñòèìî, ìåíøå íiæ ñòà ñëiâ, ¹ ñêií÷åííîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü
òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ â óêðà¨íñüêî¨ ìîâi íåìà¹ iìåí ìåí-
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øå íiæ ñòà ñëiâ. Ñåðåä öèõ ÷èñåë ¹, î÷åâèäíî, íàéìåíøå ÷èñëî. Éî-
ãî, íà÷åáòî, íå ìîæíà íàçâàòè çà äîïîìîãîþ óêðà¨íñüêîãî ðå÷åííÿ,
ùî ìiñòèòü ìåíøå íiæ ñòà ñëiâ. Àëå ôðàçà �íàéìåíøå íàòóðàëüíå
÷èñëî, äëÿ ÿêîãî íå iñíó¹ â óêðà¨íñüêî¨ ìîâi éîãî ñêëàäíîãî iìåíi,
ùî ìiñòiòü ìåíøå íiæ ñòà ñëiâ� ¹, ÿê ðàç, iì'ÿì öüîãî ÷èñëà. Öå iì'ÿ
ñôîðìóëüîâàíî óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ i ìiñòèòü òiëüêè äåâ'ÿòíàäöÿòü
ñëiâ. Î÷åâèäíèé ïàðàäîêñ: íàçâàíèì âèÿâèëîñÿ òå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî
íåìà¹ iìåíi.

Öåé ïàðàäîêñ çíèêà¹, ÿêùî ðîçðiçíÿòè ïðåäìåòíó (âèõiäíó)
ìîâó i ìåòàìîâó, òîáòî ìîâó, íà ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ïðåäìåòíà ìîâà i
îïèñóþòüñÿ âëàñòèâîñòi éîãî ôðàç). Ñïðàâäi, ðîçãëÿíóòà ôðàçà äà¹
õàðàêòåðèñòèêó íàçâàíîãî ÷èñëà, ÿêà ìîæå áóòè îïèñàíà äåÿêîþ
ïðåäìåòíîþ ìîâîþ, i â öié ôðàçi ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî òàêèé îïèñ ïî-
âèíåí ìiñòèòè íå ìåíøå ñòà ñëiâ ïðåäìåòíî¨ ìîâè; ñàìà æ öÿ ôðàçà
âiäíîñèòüñÿ äî ìåòàìîâè i òîìó ìîæå ìiñòèòè i ìåíøó êiëüêiñòü
ñëiâ.

Ïàðàäîêñ Áåðði ãîâîðÿòü ïðî íåîáõiäíiñòü ÷iòêîãî ðîçðiçíåí-
íÿ ïðåäìåòíî¨ ìîâè i ìåòàìîâè, ùî, îäíàê, íå çàâæäè ìîæëèâî.
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3 Ïðî âiäïîâiäíîñòi, ôóíêöi¨ òà âiäíî-

øåííÿ

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äåÿêèì íåîáõiäíèì ìàòåìàòè÷íèì âiäîìîñòÿì,
ÿêi íàëåæàòü äî îñíîâ iíôîðìàòèêè. Âií äîñèòü ïîâíèé i ìiñòèòü
äîâåäåííÿ íàéáiëüø âàæëèâèõ ôàêòiâ äëÿ ëþäåé, ùî âæå ìàþòü íà-
âè÷êè ïðîâîäèòè äîñèòü ïðîñòi ìiðêóâàííÿ â òåðìiíàõ ëîãiêè ïåð-
øîãî ïîðÿäêó. ×èòà÷, íå çíàéîìèé ç òàêèìè ëîãi÷íèìè ïîáóäîâàìè,
öi äîâåäåííÿ ìîæå ïðîïóñòèòè.

Ðîçäië ïî÷èíà¹òüñÿ ç âiäîìîñòåé ïðî âiäïîâiäíîñòi, à çàêií-
÷ó¹òüñÿ îïèñîì äåðåâîâèäíèõ ñòðóêòóð i äié íàä íèìè, ñïèðàþ÷èñü
íà ñïèñêîâèé ïiäõiä, à íå íà ãðàôîâèé, ÿê öå çàçâè÷àé ðîáèòüñÿ
ó ñòàíäàðòíèõ ïiäðó÷íèêàõ ç äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè, ùî âèêëèêà-
íî âiäñóòíiñòþ ó öèõ íîòàòêàõ ÿêîãî á íå áóëî ìàòåðiàëó ç òåîði¨
ãðàôiâ.

3.1 Âiäïîâiäíîñòi òà ôóíêöi¨

Ó ðîçäiëi ïðî ïîðiâíÿííÿ ìíîæèí ìè âæå âèêîðèñòîâóâàëè ÷àñòêî-
âèé âèïàäîê ïîíÿòòÿ âiäïîâiäíîñòi � òàê çâàíó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó
âiäïîâiäíiñòü. Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó öüîãî ïîíÿòòÿ ó çàãàëü-
íîìó âèïàäêó.

3.1.1 Âiäïîâiäíîñòi

Íåõàé çàäàíî äâi (íåïóñòi) ìíîæèíè A i B. Òîäi áóäü-ÿêà (ìîæ-
ëèâî, ïóñòà) ïiäìíîæèíà R áiíàðíîãî äåêàðòîâîãî äîáóòêó A � B

íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíiñòþ ìiæ A i B òà ïîçíà÷à¹òüñÿ xA,R,By.
Ó âèïàäêó, ÿêùî A i B âiäîìi àáî íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ùî âîíè

ïîçíà÷àþòü, çàìiñòü xA,R,By ÷àñòî ïèøåòüñÿ ïðîñòî R.
ßêùî R � áiíàðíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ A i B, òî ìíîæèíà

tx | x P A é iñíó¹ åëåìåíò y P B, òàêèé, ùî xx, yy P Ru, íàçèâà¹òü-
ñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ âiäïîâiäíîñòi R òà ïîçíà÷à¹òüñÿ dompRq, à
ìíîæèíà ty | y P B i iñíó¹ åëåìåíò x P A, òàêèé, ùî xx, yy P Ru íà-
çèâà¹òñÿ îáëàñòþ çíà÷åíü âiäïîâiäíîñòi R òà ïîçíà÷à¹òüñÿ ranpRq.

ßêùî dompRq � A, òî âiäïîâiäíiñòü R íàçèâà¹òüñÿ âñþäè,
àáî ïîâíiñòþ âèçíà÷åíîþ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âiäïîâiäíiñòü
R íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ.
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Äëÿ âiäïîâiäíîñòi R îáðàçîì åëåìåíòà a P dompRq íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ b P ranpRq, ÿêi âiäïîâiäàþòü åëå-
ìåíòó a.

Äëÿ âiäïîâiäíîñòi R ïðîîáðàçîì åëåìåíòà b P ranpRq íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòiâ a P dompRq, ÿêèì âiäïîâiäà¹ åëå-
ìåíò b.

ßêùî C � dompRq, òî îáðàçîì ìíîæèíè C ïðè âiäïîâiäíî-
ñòi R íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ îáðàçiâ óñiõ åëåìåíòiâ ç C.

ßêùî D � ranpRq, òî ïðîîáðàçîì ìíîæèíè D ïðè âiäïîâiä-
íîñòi R íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿ ïðîîáðàçiâ óñiõ åëåìåíòiâ ç D.

Îñêiëüêè âiäïîâiäíîñòi ¹ ìíîæèíàìè, òî äî äîâiëüíèõ âiäïî-
âiäíîñòåé ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi âñi âiäîìi òåîðåòèêî-ìíîæèííi
îïåðàöi¨: îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèí, ðiçíèöÿ òîùî.

ßêùî çàäàíî âiäïîâiäíiñòü R ìiæ A i B, òî îáåðíåíà âiäïî-
âiäíiñòü äî R âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê òàêà ïiäìíîæèíà, ÿêà ïîçíà÷à¹òü-
ñÿ R�1, ìíîæèíè B � A, ùî xb, ay P R�1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
xa, by P R.

3.1.2 ×àñòêîâî i âñþäè âèçíà÷åíi ôóíêöi¨

Âiäïîâiäíiñòü f ìiæ A i B íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíîþ (ôóíêöi¹þ
ç A â B) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ x P A i y, z P B,
òàêèõ, ùî xx, yy P f i xx, zy P f , ìà¹ ìiñöå y � z.

Çîêðåìà, âñi ôóíêöi¨, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â øêiëüíî¨ åëåìåíòàð-
íèé ìàòåìàòèöi, ¹ îêðåìèìè âèïàäêàìè ôóíêöiîíàëüíèõ âiäïîâiä-
íîñòåé, êîëè A � B � R, äå R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, òîáòî òi,
ÿêi, ÿê ùå êàæóòü, ¹ äiéñíèìè ôóíêöiÿìè äiéñíîãî çìiííîãî.

Ôóíêöiÿ f ç A â B çàçâè÷àé çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi f : A ÞÑ B.
Â çâ'ÿçêó ç öèì ôóíêöiÿ f iíîäi íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ç A â
B.

Ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f ç A â B, ïîçíà÷åíèì graphpfq, ¹ íàé-
ìåíøà ìíîæèíà R � A � B, òàêà, ùî xa, by P R òîäi i òiëüêè, êîëè
xa, by P f .

Äëÿ êîæíîãî a ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (òîáòî
ç dompgraphpfqq) ¹äèíèé åëåìåíò ç îáëàñòi çíà÷åíü f (òîáòî ç
ranpgraphpfqq), ÿêèé âiäïîâiäà¹ îáðàíîìó a, ïîçíà÷à¹òüñÿ fpaq. Òî-
ìó ôóíêöiþ f òàêîæ çàïèñóþòü ó âèãëÿäi y � fpxq, äå x ÿâëÿ¹
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ñîáîþ çìiííó.
Ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B íàçèâà¹òüñÿ âñþäè âèçíà÷åíîþ òîäi i

òiëüêè òîäi, ÿêùî A � dompgraphpfqq. Ôóíêöiÿ, ÿêà íå ¹ âñþäè
âèçíà÷åíîþ, íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ.

ßêùî äëÿ ôóíêöié f i g, ùî äiþòü ç A â B, âèêîíó¹òüñÿ
graphpfq � graphpgq, òî ãîâîðèòüñÿ, ùî g ¹ ðîçøèðåííÿì ôóíêöi¨
f , à f � çâóæåííÿì ôóíêöi¨ g.

3.1.3 Êîìïîçèöiÿ âiäïîâiäíîñòåé i ôóíêöié

Íåõàé çàäàíî äâi áiíàðíi âiäïîâiäíîñòi: R ìiæ A i B òà S ìiæ B i C.
�õ êîìïîçèöi¹þ (äîáóòêîì), ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ R �S, ¹ âiäïîâiäíiñòü
ìiæ A i C, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê òàêà ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð:
txa, cy | iñíó¹ òàêå b P B, ùî xa, by P R i xb, cy P Su.

Òîáòî äëÿ äâîõ çàäàíèõ ÷àñòêîâî àáî âñþäè âèçíà÷åíèõ
ôóíêöié f : A ÞÑ B i g : B ÞÑ C ¨õ êîìïîçèöi¹þ (àáî äîáóòêîì),
ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê f � g (àáî f � g, àáî fg), ¹ ÷àñòêîâî àáî âñþäè
âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ ç A â C, ÿêà ìà¹ ãðàôiê graphpfq � graphpgq.

Íåõàé çàäàíî ìíîæèíó A. Îäèíè÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ (îäè-
íè÷íèì âiäíîøåííÿì, äiàãîíàëëþ, àáî ïðîñòî ðiâíiñòþ), ÿêà ïî-
çíà÷à¹òüñÿ IA (àáî ïðîñòî I, êîëè A âiäîìî), ¹ âiäïîâiäíiñòü ç A â
A, ùî äîðiâíþ¹ txa, ay | a P Au.

Âiäìiòèìî, ùî IA ¹ âñþäè âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ.
Çàóâàæèìî, ùî âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ, pf � gqpxq ¹ iíøîþ

ôîðìîþ çâè÷àéíîãî çàïèñó êîìïîçèöi¨ gpfpxqq, ùî ïiäêðåñëþ¹, ùî
ôóíêöiÿ f çàñòîñîâó¹òüñÿ ïåðøîþ. Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî êîìïîçè-
öiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ: ppf � gq � hqpxq � pf � pg � hqqpxq.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ i âiäîáðàæåííÿ ¹ îêðåìèìè âèïàäêàìè
âiäïîâiäíîñòi, òî äëÿ íèõ ìàþòü ìiñöå âñi íàâåäåíi âèùå âèçíà÷åííÿ:
ïîíÿòòÿ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ òà çíà÷åíü, ïîíÿòòÿ îáðàçó òà ïðîîá-
ðàçó åëåìåíòiâ i ìíîæèí òà ií. Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨ f åëåìåíòè
ìíîæèíè dompfq íàçèâàþòü àðãóìåíòàìè ôóíêöi¨, îáðàç åëåìåíòà
a P dompfq ïîçíà÷àþòü ÷åðåç fpaq i íàçèâàþòü çíà÷åííÿì ôóíê-
öi¨ f íà a. Ïðîîáðàç åëåìåíòà b P ranpfq ïîçíà÷àþòü ÷åðåç f�1pbq.
Àíàëîãi÷íî ïîçíà÷àþòüñÿ (ôóíêöiîíàëüíèé) îáðàç i ïðîîáðàç ìíî-
æèíè.
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3.1.4 Ií'¹êöi¨, ñþð'¹êöi¨, ái¹êöi¨

Âñþäè âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êòèâíîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñÿêèõ a, b P A ç fpaq � fpbq âèïëèâà¹, ùî
a � b.

Ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíîþ (àáî ôóíê-

öi¹þ �íà�) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñÿêîãî b P B iñíó¹ äåÿêèé
a P A, òàêèé, ùî fpaq � b (àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, êîëè îáëàñòü çíà-
÷åíü ôóíêöi¨ f çáiãà¹òüñÿ ç B).

Ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè f ¹ ií'¹êòèâíîþ i ñþð'¹êòèâíîþ.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B ¹ ñþð'¹êòèâíîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ g : B ÞÑ A, òàêà, ùî g � f � IB .
ßêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ g : B ÞÑ A, òàêà, ùî f � g � IA, òî ôóíêöiÿ
f : A ÞÑ B ií'¹êòèâíà. ßêùî f : A ÞÑ B � ií'¹êòiâíà ôóíêöiÿ i
A � H, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ g : B ÞÑ A, òàêà, ùî f � g � IA. ßê
íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B ái¹êòèâíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ f�1 : B ÞÑ A, íàçâàíà îáåðíåíîþ,
òàêà, ùî f � f�1 � IA i f�1 � f � IB .

Ïðè ïîðiâíÿííi ìíîæèí ìè âèêîðèñòîâóâàëè ïîíÿòòÿ âçà¹ì-
íî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi. Ó òåðìiíàõ, ÿêi ùîéíî áóëè ââåäåíi,
âîíî ìîæå áóòè âèçíà÷åíî òàêèì ÷èíîì.

Âiäïîâiäíiñòü R ìiæ A i B ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè âîíà ôóíêöiîíàëüíà, âñþäè âèçíà÷åíà, ií'¹êòèâíà

òà ñþð'¹êòèâíà.
Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè âiäïîâiäíîñòåé òà âiäîáðàæåíü.
� Âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëiòèíêàìè i ôiãóðàìè íà øàõiâíèöi â

áóäü-ÿêèé ìîìåíò ãðè ¹ ôóíêöiîíàëüíîþ, àëå íå ¹ âñþäè âèçíà÷å-
íèì âiäîáðàæåííÿì, îñêiëüêè íå âñi ïîëÿ øàõiâíèöi çàéíÿòi ôiãó-
ðàìè.

� Âiäïîâiäíiñòü ìiæ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè i ñóìàìè öèôð
¨õ äåñÿòêîâîãî çàïèñó ¹ âiäîáðàæåííÿì. Öå âiäîáðàæåííÿ íå ¹
ií'¹êòèâíèì, îñêiëüêè éîìó íàëåæàòü, íàïðèêëàä, òàêi ïàðè, ÿê
x17, 8y i x26, 8y.

� Âiäïîâiäíiñòü, çà ÿêîþ êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n P
N âiäïîâiäà¹ ÷èñëî 3 � n, î÷åâèäíî, ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïî-
âiäíiñòþ ìiæ ìíîæèíîþ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i ìíîæèíîþ íàòó-
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ðàëüíèõ ÷èñåë, êðàòíèõ 3.

3.1.5 Ïðÿìèé i îáåðíåíèé îáðàçè

Íåõàé çàäàíî ôóíêöiÿ f : A ÞÑ B. Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè X ç A
ïðÿìèì îáðàçîì X (àáî ïðîñòî îáðàçîì X) âiäíîñíî f ¹ ìíîæèíà
tb P B | iñíó¹ a P X òàêå, ùî fpaq � bu, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ fpXq.

Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè Y ç B îáåðíåíèì îáðàçîì Y âiä-
íîñíî f ¹ ìíîæèíà ta P A | iñíó¹ b P Y òàêå, ùî fpaq � bu, ùî
ïîçíà÷à¹òüñÿ f�1pY q.

Âiäìiòèìî, ùî ôóíêöiÿ f ìîæå íå ìàòè îáåðíåíî¨. Òîìó
f�1pY q íå ñëiä ïëóòàòè ç f�1pbq äëÿ b P B. Îáåðíåíiñòü ñïîñòåði-
ãà¹òüñÿ òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè f ¹ ái¹êöi¹þ.

3.1.6 Ïîñëiäîâíîñòi i ïåðåëi÷óâàíiñòü

Äëÿ äâîõ áóäü-ÿêèõ ìíîæèí I i A áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ h : I ÞÑ A,
ùî çàçâè÷àé ïîçíà÷à¹òüñÿ phiqiPI , íàçèâà¹òüñÿ I-iíäåêñîâàíîþ ïî-

ñëiäîâíiñòþ (àáî ïðîñòî ïîñëiäîâíiñòþ, êîëè I âiäîìî àáî ¹ N).
ßêùî äëÿ îòðèìàííÿ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi äåÿêèé ïî÷àò-

êîâèé âiäðiçîê rns íàòóðàëüíîãî ðÿäó ìîæå âèñòóïàòè ÿê I, òî ïî-
ñëiäîâíiñòü phiqiPI íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ. ßêùî æ äëÿ îòðèìàííÿ
åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèé ðÿä N� ìîæå âèñòóïàòè ÿê I,
òî phiqiPI íàçèâà¹òüñÿ ïåðåëi÷óâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Ó âñiõ iíøèõ
âèïàäêàõ ðîçãëÿäà¹ìà ïîñëiäîâíiñòü ââàæà¹òüñÿ íåïåðåëi÷óâàíîþ

ïîñëiäîâíiñòþ.

3.2 Âiäíîøåííÿ, åêâiâàëåíòíiñòü, ÷àñòêîâèé ïî-

ðÿäîê

Äîâiëüíà ïiäìíîæèíà R n�êðàòíîãî äåêàðòîâîãî äîáóòêó A�. . .�A
ìíîæèíè A íà ñåáå (R � A � . . . � A) íàçèâà¹òüñÿ n�àðíèì âiäíî-
øåííÿì íà ìíîæèíi A.

Íàäàëi íàñ áóäóòü öiêàâèòè òiëüêè áiíàðíi âiäíîøåííÿ, ÿêi
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âèïàäîê âiäïîâiäíîñòåé ìiæ äâîìà
ìíîæèíàìè ó ðàçi, êîëè öi ìíîæèíè ñïiâïàäàþòü. Òîáòî âiäïîâiä-
íiñòü R ìiæ A i B íàçèâà¹òüñÿ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà A, àáî
áiíàðíèì âiäíîøåííÿì, ùî çàäàíå íà A, ÿêùî A � B.
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Äëÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü çàìiñòü xa, by P R òàêîæ âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ çàïèñ aRb.

Ç áiíàðíèìè âiäíîøåííÿìè ìîæíà ïðîâîäèòè âñi òi îïå-
ðàöi¨, ÿêi ìàþòü ìiñöå äëÿ âiäïîâiäíîñòåé, çîêðåìà, âèêîíóâàòè
òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨, à òàêîæ çäiéñíþâàòè îïåðàöiþ êîì-
ïîçèöi¨.

ßêùî R � áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà A, òî ìíîæèíà R�1 �
txb, ay | xa, by P Ru íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì, îáåðíåíèì äî R.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî âèçíà÷åííÿ äåÿêèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü,
ùî ãðàþòü âàæëèâó ðîëü â ìàòåìàòè÷íèõ ïîáóäîâàõ i òåîðiÿõ, i
âèâ÷åííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé.

3.2.1 Ðåôëåêñiâíå, ñèìåòðè÷íå i òðàíçèòèâíå âiäíîøåííÿ
òà âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Íåõàé R ¹ áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi A, òîáòî R � A�A.
Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè xa, by P R àáî xb, ay P R ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ
åëåìåíòiâ a, b P A.

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíèì òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ a P A ìà¹ ìiñöå xa, ay P R. (Â òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ òåðìiíàõ áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ ðå-

ôëåêñèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè IA � R.)
Ó âèïàäêó, êîëè äëÿ âñiëÿêîãî a P A íå ìà¹ ìiñöå xa, ay P R

(òîáòî êîëè IAXR � H), áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íàä A íàçèâà¹òüñÿ
iððåôëåêñèâíèì.

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ a, b P A ç xa, by P R âèïëèâà¹ xb, ay P R.
(Â òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òåðìiíàõ áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íà-
çèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R � R�1.)

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíèì òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñÿêèõ a, b, c P A ç xa, by P R i xb, cy P R
âèïëèâà¹ xa, cy P R. (Â òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òåðìiíàõ áiíàðíå âiä-
íîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿòðàíçèòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
pR �Rq � R.)

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâi-

âàëåíòíîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå i
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òðàíçèòèâíå.
Äiàãîíàëü IA (òîáòî âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi) íà áóäü-ÿêî¨ ìíî-

æèíi A ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Ðiâíiñòü � öå íàéìåíøå
(âiäíîñíî âêëþ÷åííÿ �) âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, áî ïðè âèäà-
ëåííi áîäàé îäíîãî åëåìåíòà ç IA âiäíîøåííÿ IA ïåðåñòà¹ áóòè ðå-
ôëåêñèâíèì, à îòæå, ïåðåñòà¹ áóòè i âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Äðóãèì ïðèêëàäîì âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ñëóæèòü
ðiâíîïîòóæíîñòü ìíîæèí.

ßêùî R � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà A, òî äëÿ êîæíîãî
a P A ìíîæèíà tx | x P A i xa, xy P Ru íàçèâà¹òüñÿ êëàñîì åêâiâà-

ëåíòíîñòi åëåìåíòà x çà ìîäóëåì R i ïîçíà÷à¹òüñÿ x{R, rxsR, àáî
ïðîñòî rxs.

Ìíîæèíà ta{R | a P Au, äå R � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
íà ìíîæèíi A, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðîì (ôàêòîð-ìíîæèíîþ) ìíî-
æèíè A çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi R i ïîçíà÷à¹òüñÿ A{R.

Îòðèìó¹ìî, ùî áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòè ç îäíîãî êëàñó A{R
åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ, ó òîé ÷àñ ÿê äâà åëåìåíòè ç ðiçíèõ êëàñiâ
ôàêòîð-ìíîæèíè A{R íåýêâèâàëåíòíû. Îòæå, êëàñè åêâiâàëåíò-
íîñòi ôàêòîð-ìíîæèíè A{R íåïóñòi òà ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòü-
ñÿ, A{R çàäà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì R ¹äèíèì ÷èíîì i îá'¹äíàííÿ âñiõ
êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi çà ìîäóëåì R äà¹ âñþ ìíîæèíó A. Iíøèìè
ñëîâàìè, ìíîæèíà A ðîçáèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

R íà íåïóñòi êëàñè, ÿêè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i îá'¹äíàííÿ

ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ A.
Ñóêóïíiñòü íåïóñòèõ ìíîæèí A1, . . . , An íàçèâà¹òüñÿ ðîç-

áèòòÿì ìíîæèíè A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A1, . . . , An ïîïàðíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ i A1 Y . . .YAn � A.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Êîæíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi R íà
ìíîæèíi A îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ äåÿêå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A, i íàâ-
ïàêè, êîæíå ðîçáèòòÿ A1, . . . , An ìíîæèíè A îäíîçíà÷íî çàäà¹ òàêå
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi R íàä A, ùî A{R � tA1, . . . , Anu.

Äîâåäåííÿ. Ðàíiøå ìè âiäçíà÷àëè, ùî ìíîæèíà A ðîçáè-
âà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi R íà íåïóñòi êëàñè, ÿêè ïî-
ïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i îá'¹äíàííÿ ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
A. Çíà÷èòü, öi êëàñè, çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì, óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè A.

Íåõàé ñóêóïíiñòü íåïóñòèõ ìíîæèí A1, . . . , An óòâîðþ¹ ðîç-
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áèòòÿ ìíîæèíè A. Âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ R íàñòóïíèì ÷èíîì:
xa, by P R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a, b P Ai äëÿ äåÿêîãî i (1 ¤ i ¤ n).
Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî R ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (òîáòî
ùî R ðåôëåêñèâíî, ñèìåòðè÷íî i òðàíçèòèâíî). Òîìó ç ñïîñîáó
âèçíà÷åííÿ R îòðèìó¹ìî, ùî A{R � tA1, . . . , Anu. Êiíåöü äîâåäåí-

íÿ.
Ñþð'¹êòèâíà ôóíêöiÿ hR : A ÞÑ A{R, òàêà, ùî hRpxq � rxsR,

íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ, ïîâ'ÿçàíîþ ç R.
Ñòåïåíi âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi A âèçíà÷àþòüñÿ òàê.
Äëÿ êîæíîãî n ¥ 0:R0 � IA, R

1 � R,R2 � R�R, . . . , Rn�1 � R�Rn.
Îá'¹äíàííÿ R� � �n¥1R

n, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíèì
çàìèêàííÿì (áiíàðíîãî) âiäíîøåííÿ R íà A, ¹ íàéìåíøèì òðàíçè-
òèâíèì âiäíîøåííÿì íà A, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå R, à îá'¹äíàííÿ R�

� �n¥0R
n, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíèì çàìèêàí-

íÿì âiäíîøåííÿ R íà A, ¹ íàéìåíøèì ðåôëåêñèâíèì i òðàíçèòèâ-
íèì âiäíîøåííÿì íà A, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå R.

Î÷åâèäíî, ùî R� � R �R� i R� � pIAYR1q�. Âèêîðèñòîâó-
þ÷è öå, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ
R íà A, pRYR�1q� ¹ íàéìåíøèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, ùî
âêëþ÷à¹ â ñåáå R.

3.2.2 ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè

Âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ àíòèñèìåòðè÷íèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ âñÿêèõ x, y P A ç òîãî, ùî xx, yy P R i xy, xy P R

âèïëèâà¹, ùî x � y.
Âiäíîøåííÿ R íà A íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî

ïîðÿäêó (÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R ¹ ðåôëåê-
ñèâíèì, àíòèñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì.

ßêùî çàäàíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê R íà A, òî ïàðà xA,Ry
íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ (ç àáðåâiàòóðîþ
÷.â.ì., àáî poset àíãëiéñüêîþ). ßê ïðàâèëî, ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê R

ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ¨A, àáî ïðîñòî ¨, êîëè ìíîæèíà A âiäîìà.
Äëÿ çàäàíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó ¨ íà ìíîæèíi A, ñòðîãèé

ïîðÿäîê  , ïîâ'ÿçàíèé ç ¨, âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: x   y òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè x ¨ y è x �� y.

Ñòðîãèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi A ìîæíà âèçíà÷èòè ïî-iíøîìó
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� à ñàìå ÿê òàêå âiäíîøåííÿ  , ÿêå àñèìåòðè÷íå i òðàíçèòèâíå,
äå àñèìåòðè÷íiñòü îçíà÷à¹, ùî ÿêùî a   b, òî íå âèêîíó¹òüñÿ, ùî
b   a (ó òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òåðìiíàõ:   �  �1� H).

Òàê íåçàëåæíî âèçíà÷åíèé ñòðîãèé ïîðÿäîê   íà A iíäóêó¹
ïîâ'ÿçàíå ç íèì âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó ¨ íà A: a ¨ b òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè a   b àáî a � b (a, b P A). (Çâåðòà¹ìî óâàãó íà
òå, ùî öå âèçíà÷åííÿ ¨ òÿãíå éîãî ðåôëåêñèâíiñòü i àíòèñèìåòðè÷-
íiñòü, òîáòî òå, ùî IA � ¨ òà (  �  �1) � IA.)

Íåõàé çàäàíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ¨A íà ìíîæèíi A i B �
ïiäìíîæèíà ìíîæèíè A. B íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ a, b P B àáî a ¨A b, àáî b ¨A a.

×àñòêîâèé ïîðÿäîê ¨A íà ìíîæèíi A íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì
(àáî äîñêîíàëèì) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñÿ ìíîæèíà A ¹ ëàíöþ-
ãîì.

Íåõàé çàäàíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ¨A íà ìíîæèíi A i B ¹
ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A. Åëåìåíò b P A íàçèâà¹òüñÿ íèæíüîþ

ãðàííþ ìíîæèíè B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ a P B ìà¹ ìiñöå
b ¨A a. Åëåìåíò c P A íàçèâà¹òüñÿ âåðõíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè B

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ a P B ìà¹ ìiñöå a ¨A c.
Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî ÿê âåðõíÿ ãðàíü m, òàê i íèæíÿ

ãðàíü b ìîæóòü íàëåæàòè i íå íàëåæàòè X (ÿêùî âîíè iñíóþòü).
Íàïðèêëàä, ÿêùî A ¹ äiéñíà ïðÿìà p�8,�8q, òî ó âiäêðèòîãî ïðî-
ìåíÿ p�8, 2q íåìà¹ íèæíüî¨ ãðàíi, à éîãî âåðõíÿ ãðàíü, 2 (ÿêî¨ òà-
êîæ ¹ áóäü iíøå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå 2), íå íàëåæèòü ïðîìåíþ. Äàëi,
ó íàïiâçàêðèòîãî ïðîìåíÿ r2,�8q âåðõíÿ ãðàíü âiäñóòíÿ, à 2 ¹ éîãî
íèæíüîþ ãðàííþ, ÿêà íàëåæèòü öüîìó ïðîìåíþ (áóäü-ÿêå ÷èñëî,
ùî ìåíøå 2, òàêîæ ¹ íèæíüîþ ãðàííþ ïðîìåíÿ, àëå âîíî íå íàëå-
æèòü éîìó). Äiéñíà ïðÿìà p�8,�8q íå ìà¹ íi íèæíüî¨, íi âåðõíüî¨
ãðàíåé.

Åëåìåíò b P A íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì åëåìåíòîì ÷àñòêî-
âî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè xA,¨y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ
a P A ìà¹ ìiñöå b ¨A a. Åëåìåíò c P A íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì

åëåìåíòîì ìíîæèíè xA,¨y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ âñiõ a P A
ìà¹ ìiñöå a ¨A c.

Ç öèõ âèçíà÷åíü âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü íàéáiëüøîãî òà íàéìåí-
øîãî åëåìåíòiâ ó ðîçãëÿäóâàíî¨ ìíîæèíi ó âèïàäêó ¨õ iñíóâàííÿ.

Ó ïðèêëàäàõ âèùå, p�8, 2q òà p�8,�8q íå ìàþòü íi íàé-
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ìåíøîãî, íi íàéáiëüøîãî åëåìåíòiâ. Ó r2,�8q íåìà¹ íàéáiëüøîãî
åëåìåíòà, àëå ¹ íàéìåíøèé � ÷èñëî 2. Ó íàïiââiäêðèòîìó iíòåðâàëi
p�2, 2s ÷èñëî 2 ¹ íàéáiëüøèì åëåìåíòîì, àëå íåìà¹ íàéìåíøîãî åëå-
ìåíòà.

Åëåìåíò b P A íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì ó ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè xA,¨y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî
a P A ç a ¨X b âèïëèâà¹, ùî a � b. Åëåìåíò c P A íàçèâà¹òüñÿ ìàê-
ñèìàëüíèì ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè xA,¨y òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî a P A ç c ¨A a âèïëèâà¹, ùî a � c.

Íà âiäìiíó âiä íàéáiëüøîãî i íàéìåíøîãî åëåìåíòiâ, ìiíi-
ìàëüíèõ i ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè A ìîæå áóòè ïîíàä îäèí.

Ùå âiäçíà÷èìî, ùî â ðàçi íàÿâíîñòi ó ÷àñòêîâî âïîðÿä-
êîâàíî¨ ìíîæèíè xA,¨y íàéáiëüøîãî (íàéìåíøîãî) åëåìåíòà öåé
åëåìåíò ñëóæèòü ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì (ìiíiìàëüíèì) åëåìåíòîì
ìíîæèíè A. Ó çâîðîòíèé áiê òâåðäæåííÿ íå çàâæäè âiðíî. Ëåã-
êî ïîáóäóâàòè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó xA,¨y, ÿêå ìiñòèòü
äâà ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòà (äâà ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòà), i, îòæå,
æîäåí ç íèõ íå áóäå íàéáiëüøèì (íàéìåíøèì). Ó ëiíiéíî âïîðÿäêî-
âàíî¨ ìíîæèíi ïîíÿòòÿ íàéáiëüøîãî i ìàêñèìàëüíîãî (íàéìåíøîãî
i ìiíiìàëüíîãî) åëåìåíòiâ çáiãàþòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè.
Ó äîâiëüíié ìíîæèíi A ç òðèâiàëüíèì ïîðÿäêîì, ÿêèì ÿâ-

ëÿ¹òüñÿ äiàãîíàëü IA (òîáòî âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi), êîæåí åëåìåíò
a P A ¹ îäíî÷àñíî ìàêñèìàëüíèì i ìiíiìàëüíèì. Íàéáiëüøèé i íàé-
ìåíøèé åëåìåíòè âiäíîñíî öüîãî ïîðÿäêó â ìíîæèíi A âiäñóòíi.

Áóëåàí 2A ìíîæèíè A ç âêëþ÷åííÿì � ÿê âiäíîøåííÿì
÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó ìiñòèòü íàéìåíøèé åëåìåíò � ïóñòó ìíîæèíó
H i íàéáiëüøèé åëåìåíò � ñàìó ìíîæèíó A. Ó ìíîæèíi 2A � tHu
âñiõ íåïóñòèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A íå iñíó¹ íàéìåíøîãî åëåìåí-
òà, àëå âñi îäíîåëåìåíòíi ìíîæèíè tau, a P A, ¹ ¨¨ ìiíiìàëüíèìè
åëåìåíòàìè.

Ó ìíîæèíi N� íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨
çà âiäíîøåííÿì �äiëèòü áåç çàëèøêó� (m ¨ n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
íàòóðàëüíå m äiëèòü íàòóðàëüíå n áåç çàëèøêó), ÷èñëî 1 ¹ íàéìåí-
øèì åëåìåíòîì, à íàéáiëüøîãî åëåìåíòà íå iñíó¹. ßêùî æ ðîçãëÿ-
íóòè N iç âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó �äiëèòü áåç çàëèøêó�,
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òî îêðiì íàéìåíøîãî åëåìåíòà (ÿê i ðàíiøå, ÷èñëî 1) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ
íàéáiëüøèé åëåìåíò � ÷èñëî 0.

Íåõàé B ¹ ïiäìíîæèíîþ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè
xA,¨y. Åëåìåíò b P A íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ ìíî-
æèíè B (infimum B, inf B) â A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæè-
íà íèæíiõ ãðàíåé B â A íå ¹ ïóñòîþ i b ¹ íàéáiëüøèì åëåìåíòîì
öi¹¨ ìíîæèíè. Åëåìåíò c P A íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ

ìíîæèíè B (supremum B, sup B) â A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíî-
æèíà âåðõíiõ ãðàíåé B â A íå ¹ ïóñòîþ i c ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì
öi¹¨ ìíîæèíè.

Ó âæå ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäàõ ç iíòåðâàëiâ, ó p�8,�8q
íåìà¹ íi òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi, íi òî÷íî¨ íèæíüî¨ ãðàíi. Ó p�8, 2q
¹ òiëüêè òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü � ÷èñëî 2, ÿêå ¹ òî÷íîþ íèæíüîþ
ãðàííþ iíòåðâàëó r2,�8q, ÿêèé íå ìà¹ òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi. Íà-
ïiââiäêðèòèé iíòåðâàë p�2, 2s ìà¹ ÿê òî÷íó íèæíþ ãðàíü � ÷èñëî
�2, òàê i òî÷íó âåðõíþ ãðàíü � ÷èñëî 2.

Íàñòóïíèé âàæëèâèé ôàêò, âiäîìèé ÿê ëåìà Öîðíà (àáî
òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî-Öîðíà) i åêâiâàëåíòíèé àêñiîìi âèáîðó, íà-
âîäèòèñÿ áåç äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.2 (ëåìà Öîðíà). Íåõàé çàäàíî ÷àñòêîâó
âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó xA,¨y. ßêùî êîæíèé íåïóñòèé ëàíöþã â
A ìà¹ âåðõíþ (íèæíþ) ãðàíü â A, òî A ìà¹ õî÷à á îäèí ìàêñèìàëü-
íèé (ìiíiìàëüíèé) åëåìåíò.

Òàêîæ íàâåäåìî òåîðåìó, åêâiâàëåíòíó ëåìi Öîðíà i, òàêèì
÷èíîì, åêâiâàëåíòíó àêñiîìi âèáîðó.

Òâåðäæåííÿ 3.3 (òåîðåìà Õàóñäîðôà). Áóäü-ÿêèé ëàíöþã
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè A âêëþ÷à¹òüñÿ â äåÿêèé ìàêñè-
ìàëüíèé ëàíöþã ìíîæèíè A.

Ëåìà Öîðíà (àáî ÿêà-íèáóäü ç ¨¨ ìîæëèâèõ ïåðåôîðìóëèðî-
âîê) âèÿâëÿ¹òüñÿ áiëüø çðó÷íîþ äëÿ âèêîðèñòàííÿ ¨¨ çàìiñòü àê-
ñiîìè âèáîðó ó äîâåäåííÿõ ðÿäó âàæëèâèõ òåîðåì ç âèùî¨ àëãåáðè,
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òîïîëîãi¨ òà iíøèõ ðîçäiëàõ ñó÷àñíî¨ ìàòå-
ìàòèêè. Ïðèêëàäàìè ìîæóòü áóòè òåîðåìà iñíóâàííÿ àëãåáðà¨÷íîãî
çàìèêàííÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ, òåîðåìà Õàíà � Áàíàõà ïðî ïðîäîâæåí-
íÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó, òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî
iäåàëó ó êiëüöi ç îäèíèöåþ, òåîðåìè Òèõîíîâà.
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3.3 Ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè

Íàéáiëüøèé çàãàëüíèé ïðèíöèï iíäóêöi¨ íàëåæèòü äî ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêè çàäîâîëüíÿþòü òàê çâàíî¨ âëàñòèâîñòi ïî-
âíî¨ âïîðÿäêîâàíîñòi.

×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà xA,¨y íàçèâà¹òüñÿ ôóíäî-
âàíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäìíîæèíà ìà¹ ìiíiìàëü-
íèé åëåìåíò.

Ôóíäîâàíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ ïî-

âíiñòþ âïîðÿäêîâàíîþ, à âiäïîâiäíèé ïîðÿäîê � ïîâíèì.
Çà óìîâè âèêîðèñòàííÿ àêñiîìè âèáîðó, åêâiâàëåíòíå âèçíà-

÷åííÿ ôóíäîâàíîñòi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìíîæèíà A ç âiäíîøåííÿì
ïîðÿäêó ¨ ¹ ôóíäîâàíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâi îáðèâó ñòðîãî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi, òîáòî êîëè ó A íå iñ-
íó¹ òàêî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi, pajqjPN, ùî aj�1   aj äëÿ óñiõ
j ¥ 0.

Äëÿ ëiíiéíèõ ïîðÿäêiâ ïîíÿòòÿ íàéìåíøîãî i ìiíiìàëüíî-

ãî (íàéáiëüøîãî i ìàêñèìàëüíîãî) åëåìåíòiâ çáiãàþòüñÿ, òàêùî â

óñÿêî¨ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíi âñÿêà íåïóñòà ïiäìíîæè-

íà ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò. Òîáòî ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíà ìíî-

æèíà çàâæäè ìiñòèòü íàéìåíøèé åëåìåíò.
Ùå çàóâàæèìî, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ó ÿêî¨

âñÿêà íåïóñòà ïiäìíîæèíà ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò, àâòîìàòè÷íî ¹
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ. (Äiéñíî, áóäü-ÿêà äâîåëåìåíòíà ìíîæèíà
ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò, òîìó áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòà ïîðiâíÿíi ìiæ
ñîáîþ.)

Ç ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà
xA,¨y ¹ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêà
íåïóñòà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè A ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àêñiîìó âèáîðó, ìîæíà äîâåñòè ðiâíî-

ñèëüíå ¨é (à, çíà÷èòü, ëåìi Öîðíà i òåîðåìi Õàóñäîðôà) òàêå òâåð-
äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.4 (òåîðåìà Öåðìåëî). Áóäü-ÿêó ìíîæèíó
ìîæíà ïîâíiñòþ âïîðÿäêóâàòè.

Ùå âiäìiòèìî, ùî ÿêùîX òà Y � äâà ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíi
ìíîæèíè, òî ìîæíà âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü
àáî ìiæ íèìè, àáî ìiæ îäíèì ç íèõ i ðiâíî ïî÷àòêîâèì âiäðiçêîì
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iíøîãî (iç çáåðåæåííÿì ïîðÿäêiâ íà X òà Y â îáîõ âèïàäêàõ). Öå
âëàñòèâiñòü ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí �âåäå� äî ïîáóäîâè
òåîði¨ òàê çâàíèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ), ðîçãëÿä ÿêèõ òóò
îïóùåíî.

Ïðèêëàäîì ñêií÷åííî¨ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ìî-
æå ñëóæèòè áóäü-ÿêèé ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë rns
(n ¥ 0) ç ïðèðîäíèì âïîðÿäêóâàííÿì (âêëþ÷àþ÷è âèïàäîê ïóñòî¨
ìíîæèíè, êîëè n � 0). Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä íåñêií÷åííî¨ ïî-
âíiñòþ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè � öå çëi÷åííà ìíîæèíà íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë N ç ïðèðîäíèì ïîðÿäêîì, ó òîé ÷àñ ÿê ìíîæèíà öiëèõ
÷èñåë Z òà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R (îáèäâi ç ïðèðîäíèì ïîðÿä-
êîì) íå ¹ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíèìè � ó îáîõ íåìà¹ íàéìåíøîãî
åëåìåíòà. Z ëåãêî ïîâíiñòþ âïîðÿäêóâàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷è-
íîì: 0   �1   1   �2   2   . . .. Çâè÷àéíî, R òàêîæ ìîæíà
ïîâíiñòþ âïîðÿäêóâàòè, àëå öÿ ñïðàâà ¹ ñêëàäíiøåþ, i òóò ìè íà
öüîìó çóïèíÿòèñÿ íå áóäåìî.

3.4 Ìàòåìàòè÷íà i òðàíñôiíiòíà (ïîâíà) iíäóêöiÿ

Ó øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè âèâ÷à¹òüñÿ ñïîñiá äîâåäåííÿ, íà-
çâàíèé ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, àëå íå ïðîâîäèòüñÿ äîâå-
äåííÿ éîãî êîðåêòíîñòi, òîáòî òîãî, ùî âií âåäå äî âiðíèõ (iñòèí-
íèõ ) òâåðäæåíü ó âèïàäêàõ éîãî ïðàâèëüíîãî çàñòîñóâàííÿ. Äàíèé
ðîçäië ïîêëèêàíèé íå òiëüêè ùîá çàïîâíèòè öåé ïðîáië, àëå i äàòè
îïèñ òà îáãðóíòóâàííÿ áiëüø çàãàëüíîãî ïðèéîìó äîâåäåííÿ, âiäî-
ìîãî ÿê ìåòîä, àáî ïðèíöèï òðàíñôiíiòíîé (ïîâíî¨) iíäóêöi¨ (îêðå-
ìèì âèïàäêîì ÿêîãî ¹ ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨).

Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.
Íåõàé ¹ äåÿêå òâåðäæåííÿ P pnq, ùî ôîðìóëþ¹òüñÿ äëÿ áóäü-

ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, i íåõàé âiäîìî, ùî:
(I) çàòâåðäæåííÿ P âiðíî äëÿ 1 (àáî äëÿ 0), òîáòî P pnq ìà¹

ìiñöå ïðè n � 1 (ïðè n � 0) òà
(II) ç òîãî, ùî äëÿ âñiõ k ¤ n ïðèïóùåííÿ P pkq ìà¹ ìiñöå,

âèïëèâà¹, ùî i P pn� 1q ìà¹ ìiñöå.
Òîäi P pnq ìà¹ ìiñöå äëÿ óñiõ n � 1, 2, . . ..
Òîé æ ñàìèé ïðèéîì äîâåäåííÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé ç

çàìiíîþ ó ôîðìóëþâàííi ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íàòóðàëüíîãî ðÿäó
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áóäü-ÿêîþ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Ó öüîìó ðàçi âií
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì (ïðèíöèïîì) òðàíñôiíiòíî¨ (ïîâíî¨) ií-
äóêöi¨ i ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íåõàé xA,¨y � ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, P � äåÿêå
òâåðäæåííÿ, ùî ñôîðìóëüîâàíî äëÿ êîæíîãî a P A i a0 � íàéìåí-
øèé åëåìåíò ìíîæèíè A. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

(I) òâåðäæåííÿ P âiðíî äëÿ åëåìåíòà a0, àáî, iíøèìè ñëîâà-
ìè, òâåðäæåííÿ P pa0q ìà¹ ìiñöå, i

(II) ç òîãî, ùî òâåðäæåííÿ P pbq ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ b ¨ a,
ñëiäó¹, ùî i òâåðäæåííÿ P paq ìà¹ ìiñöå.

Òîäi P paq iñòèííî äëÿ âñiõ a P A.
×àñòèíó (I) íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ iíäóêöi¨, à (II) � iíäóêöiéíèì

êðîêîì, â ÿêîìó ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî P pbq ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ
b   a, íàçèâà¹òüñÿ iíäóêöiéíîþ ãiïîòåçîþ.

Òâåðäæåííÿ 3.5 . Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ ¹ êîðåêòíèì ìå-
òîäîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Öå çíà÷èòü, ùî â A iñ-
íóþòü åëåìåíòè c, äëÿ ÿêèõ P pcq íå ìà¹ ìiñöÿ. Àëå òîäi, â ñèëó
ïîâíî¨ âïîðÿäêîâàíîñòi A, ñåðåä öèõ åëåìåíòiâ iñíó¹ i íàéìåíøèé,
ñêàæiìî, c�, äëÿ ÿêîãî P pc�) íåâiðíî. Åëåìåíò c� âiäìiííèé âiä a0
â ñèëó (I), àëå äëÿ âñiõ b   c� òâåðäæåííÿ P pbq ìà¹ ìiñöå i, îòæå,
â ñèëó (II), òâåðäæåííÿ P ïîâèííî âèêîíóâàòèñü i äëÿ c�. Ïðîòè-
ði÷÷ÿ. Îòðèìó¹ìî, ùî ïðèíöèï òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ¹ êîðåêòíèì
ìåòîäîì. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Íàâåäåíå äîâåäåííÿ ¹ îáãðóíòóâàííÿì êîðåêòíîñòi i ìå-

òîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, îñêiëüêè âií ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
ìåòîäó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨, êîëè A ¹ íàòóðàëüíèì ðÿäîì iç ïðè-
ðîäíèì ïîðÿäêîì.

Òâåðäæåííÿ 3.6, äàíå íèæ÷å, ¹ ïðèêëàäîì çàñòîñóâàííÿ
ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ äëÿ îáãðóíòóâàííÿ ïåâíî¨ âëàñòè-
âîñòi òàê çâàíîãî ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîðÿäêó.

Íåõàé çàäàíî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó xA,¨y. Ëåê-
ñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê   , iíäóêîâàíèé íà A�A âiäíîøåííÿì ¨,
âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y, x1, y1 P A ïàðè xx, yy i xx1, y1y ïåðåáóâàþòü
ó âiäíîøåííi    (xx, yy    xx1, y1y) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè àáî
x � x1 i y � y1, àáî x ¨ x1, àáî x � x1 i y ¨ y1.
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Ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ïåðåâiðêó òîãî, ùî    íàñïðàâäi ¹
íå òiëüêè ÷àñòêîâèì, àëå i ëiíiéíèì ïîðÿäêîì íà A�A.

×àñòî áóâà¹ êîðèñíèì òàêå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 3.6. ßêùî xA,¨y ¹ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíà

ìíîæèíà, òî ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíèì ¹ i ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿ-
äîê   , iíäóêîâàíèé íà A�A âiäíîøåííÿì ¨.

Äîâåäåííÿ. Âiä ïðîòèâíîãî.
Ïðèïóñòiìî, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü

pxxi, yiyqi PN. Òîäi:
(1) àáî iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü äiéñíî ðiçíèõ xi,
(2) àáî ¹ òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü äiéñíî ðiçíèõ xi.
Ó âèïàäêó (1) ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç öèõ äiéñíî

ðiçíèõ åëåìåíòiâ, ñòà¹ íåñêií÷åííî ñïàäíî¨ â A, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó,
ùî âiäíîøåííÿ ¨ ¹ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíèì.

Ó âèïàäêó (2) ìîæíà âêàçàòè òàêå k, ùî xi � xi�1 äëÿ
âñiõ i ¥ k. Çà âèçíà÷åííÿì âiäíîøåííÿ    ïîñëiäîâíiñòü pyiqi¥k
¹ íåñêií÷åííî ñïàäíîþ â A, ùî çíîâó ñóïåðå÷èòü ïîâíié âïîðÿäêî-
âàíîñòi ¨.

Îòæå,    ¹ ïîâíiñòþ âïîðÿäêîâàíèì âiäíîøåííÿì íà A�A.
Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå òâåðäæåííÿ, ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, â ÿêî-
ìó äîâîäèòüñÿ, ùî òàê çâàíà ôóíêöiÿ Àêêåðìàíà ¹ çàãàëüíîðåêóð-
ñèâíîþ (òîáòî òå, ùî âîíà ¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíîþ i âñþäè âèçíà-
÷åíîþ).

Ïðèêëàä (Ôóíêöiÿ Àêêåðìàíà). Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ
A : N �N Ñ N, âiäîìó â òåîði¨ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ÿê ôóíêöiÿ
Àêêåðìàíà, ÿêà ìà¹ íàäçâè÷àéíî øâèäêå çðîñòàííÿ, òàêèì ÷èíîì:

Apx, yq � y � 1, ÿêùî x � 0,
Apx� 1, 1q, ÿêùî y � 0,
Apx� 1, Apx, y � 1qq â iíøèõ âèïàäêàõ.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ âñþäè âèçíà÷åíîþ. (Ó êíèãàõ
ç òåîði¨ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié ìîæíà çíàéòè äîâåäåííÿ òîãî, ùî
òàêå ðåêóðñèâíå âèçíà÷åííÿ çàäà¹ ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíó ôóíêöiþ.)
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äëÿ öüîãî ïîâíîþ iíäóêöi¹þ çà ëåêñèêîãðàôi÷íèì
ïîðÿäêîì íà N�N.

Áàçó iíäóêöi¨ ÿâëÿ¹ ñîáîþ âèïàäîê, êîëè x � 0 i y � 0, ïðè
ÿêîìó çíà÷åííÿ Ap0, 0q iñíó¹ i äîðiâíþ¹ 1, îñêiëüêè Ap0, yq � y � 1.
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Iíäóêöiéíà ãiïîòåçà ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè xm,ny
çíà÷åííÿ Apm1, n1q iñíóþòü äëÿ áóäü-ÿêèõ xm1, n1y    xm,ny.

Âèêîíàííÿ iíäóêöiéíîãî êðîêó çàáåçïå÷óþòü òðè âèïàäêè.
(1) Ïðè m � 0 çíà÷åííÿ Ap0, nq âèçíà÷åíå i äîðiâíþ¹ n � 1,

îñêiëüêè Ap0, nq � n� 1.
(2) Ïðè m �� 0 i n � 0, îñêiëüêè xm � 1, 1y    xm, 0y i

xm � 1, 1y �� xm, 0y, îòðèìó¹ìî, ùî çíà÷åííÿ Apm � 1, 1q âèçíà÷åíå
çà iíäóêöiéíîþ ãiïîòåçîþ. Òîìó çíà÷åííÿ Apm, 0q òàêîæ âèçíà÷åíî,
îñêiëüêè âîíî äîðiâíþ¹ Apm� 1, 1q.

(3) Ïðè m �� 0 i n �� 0, îñêiëüêè xm,n � 1y    xm,ny i
xm,n� 1y �� xm,ny, îòðèìó¹ìî, ùî çíà÷åííÿ Apm,n� 1q âèçíà÷åíå
çà iíäóêöiéíîþ ãiïîòåçîþ.

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ y i z xm � 1, yy    xm, zy,
xm� 1, Apm,n� 1qy    xm,ny i xm� 1, Apm,n� 1qy �� xm,ny, òî çà
iíäóêöiéíîþ ãiïîòåçîþ çíà÷åííÿ Apm � 1, Apm,n � 1qq âèçíà÷åíî.
Àëå öå i ¹ Apm,nq, òîáòî çíà÷åííÿ Apm,nq âèçíà÷åíå, ùî çàâåðøó¹
ðîçãëÿä iíäóêöiéíîãî êðîêó.

Îòæå, ôóíêöiÿ Apx, yq ¹ âñþäè âèçíà÷åíîþ.

3.5 Áóëåâi àëãåáðè i ðåøiòêè

� ïåâíèé çâ'ÿçîê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç áóëåâèìè àë-
ãåáðà â ¨õ óçàãàëüíåíîìó ôîðìóëþâàííi, i îïèñ öüîãî çâ'ÿçêó ìi-
ñòèòüñÿ ó äàíîìó ðîçäiëi. Âiäðàçó çàóâàæèìî, ùî ââåäåíi ðàíiøå
áóëåâi àëãåáðè ìíîæèí, ç îäíîãî áîêó, ¹ ¨õ îêðåìèì âèïàäêîì, à ç
iíøîãî áîêó, ñêëàäîâèõ ¨õ ìíîæèí äîñòàòíüî, â äåÿêîìó ñåíñi, äëÿ
îïèñó ñâî¨õ ìîæëèâèõ óçàãàëüíåíü.

Àáñòðàêòíîþ áóëåâîþ àëãåáðîþ, àáî ïðîñòî áóëåâîþ àëãåá-

ðîþ, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ ïðèðîäè (òàê çâàíèé
íîñié áóëåâî¨ àëãåáðè), ùî ìiñòèòü ïðèíàéìíi äâà ôiêñîâàíèõ åëå-
ìåíòà � o ( �íóëü� � àíàëîã ïóñòî¨ ìíîæèíè H) i ι ( �îäèíèöÿ� �
àíàëîã óíiâåðñóìó) i, ìîæëèâî, iíøi åëåìåíòè, ÿêè ïîçíà÷àþòüñÿ
a, b, c i ò. ä., íà ÿêèõ çàäàíi áiíàðíi îïåðàöi¨ \ (àíàëîã çâè÷àéíîãî
îá'¹äíàííÿ Y), [ (àíàëîã çâè÷àéíîãî ïåðåòèíó X) i óíàðíîþ îïå-
ðàöi¨ �(àíàëîã çâè÷àéíîãî äîïîâíåííÿ �), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi àêñiîìè, ÿêi ¹ �êîïiÿìè� çàêîíiâ áóëåâèõ àëãåáð ìíîæèí,
äàíèõ âèùå.
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Àêñiîìè (çàêîíè) àáñòðàêòíî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè:
(1) iäåìïîòåíòíiñòü �îá'¹äíàííÿ� i �ïåðåòèíó�: a\a � a, a[a � a;
(2) êîìóòàòèâíiñòü �îá'¹äíàííÿ� i �ïåðåòèíó�: a \ b � b \ a,

a[ b � b[ a;
(3) àñîöiàòèâíiñòü �îá'¹äíàííÿ� i �ïåðåòèíó�: a\ pb\ cq � pa\ bq
\ c, a[ pb[ cq � pa[ bq [ b;
(4) àêñiîìè (çàêîíè) ïîãëèíàííÿ: pa[ bq \ a � a, pa\ bq [ a � a;
(5) äèñòðèáóòèâíiñòü �îá'¹äíàííÿ� âiäíîñíî �ïåðåòèíó�: a\pb[cq
� pa \ bq [ pa \ cq, äèñòðèáóòèâíiñòü �ïåðåòèíó� âiäíîñíî

�îá'¹äíàííÿ�: a[ pb\ cq � pa[ bq \ pa[ cq;
(6) çàêîíè (ïðàâèëà) äå Ìîðãàíà: �a\ b � ra [ rb (ïåðøèé çàêîí äå

Ìîðãàíà), �a[ b � ra\rb (äðóãèé çàêîí äå Ìîðãàíà);
(7) âëàñòèâîñòi íóëÿ: a\ o � a, a[ o � o, ro � ι;
(8) âëàñòèâîñòi åäèíèöû: a\ ι � ι, a[ ι � a, rι � o;
(9) iíâîëþòèâíiñòü äîïîâíåííÿ: rra � a;
(10) âëàñòèâîñòi äîïîâíåííÿ: a\ ra � ι, a[ ra � o.

Ââåäåíi îïåðàöi¨ ¹ àáñòðàêòíèìè, îñêiëüêè íi âîíè ñàìi, íi
íîñié, íà ÿêîìó âîíè âèçíà÷åíi, íiÿê íå êîíêðåòèçóþòüñÿ, i íiÿ-
êèõ iíøèõ âèìîã, êðiì çàäîâîëåííÿ âèùåíàâåäåíèì àêñiîìàì, äî
íèõ íå ïðåä'ÿâëÿ¹òüñÿ. Â òåîði¨ ìíîæèí åëåìåíòè áóëåâî¨ àëãåá-
ðè iíòåðïðåòóþòüñÿ ÿê ïiäìíîæèíè ïåâíîãî óíiâåðñóìó, ÿêi ìîæíà
ïåðåòèíàòè, îá'¹äíóâàòè i áðàòè ¨õ äîïîâíåííÿ. Ùå çàóâàæèìî, ùî
íàâåäåíèé íàáið àêñiîì ¹ íàäëèøêîâèì, îñêiëüêè äåÿêi ç íèõ ìîæíà
îòðèìàòè ç iíøèõ çà äîïîìîãîþ ëàíöþæêà òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü.
Íàïðèêëàä, çàêîíè äå Ìîðãàíà ¹ òàêèìè i òîìó â ïîäàëüøîìó áóäå
ââàæàòèñÿ, ùî âîíè çàâæäè âèêîíóþòüñÿ ó âñiõ áóëåâèõ àëãåáðàõ,
ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Îñêiëüêè íàâåäåíi àêñiîìè ¹ �êîïiÿìè� çàêîíiâ áóëåâèõ àë-
ãåáð ìíîæèí, îòðèìó¹ìî, ùî âñÿêà àëãåáðà ïiäìíîæèí áóäü-ÿêî¨

ìíîæèíè ¹ áóëåâà àëãåáðà ç �íóëåì� i �îäèíèöåþ�.
Íåõàé äàíî äâi áóëåâi àëãåáðè ç íîñiÿìè A i A1 i âçà¹ìíî-

îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ϕ ìiæ A i A1, òàêå, ùî ðiâíîñòi (i)
ϕpa [ bq � ϕpaq [ ϕpbq, (ii) ϕpa \ bq � ϕpaq \ ϕpbq, (iii) �ϕpaq � ϕpraq
ñïðàâåäëèâi äëÿ âñiõ a i b ç A. Òîäi êàæóòü, ùî ϕ ¹ áóëåâ içîìîðôiçì
ìiæ A i A1, à äàíi àëãåáðè A i A1 áóëåâî içîìîðôíi.

Î÷åâèäíî, ùî ç (i)�(iii) ñëiäó¹, ùî ϕpoq � o i ϕpιq � ι. Òîá-
òî áóëåâ içîìîðôiçì � öå âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ íîñi¨â

95



áóëåâèõ àëãåáð, ùî çáåðiãà¹ îïåðàöi¨ i îñîáëèâi åëåìåíòè o i ι.
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà ïîêàçó¹, ùî åëåìåíòè áóäü-

ÿêî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè ìîæíà ââàæàòè ïiäìíîæèíàìè äåÿêî¨ ìíîæè-
íè, à ¨¨ áóëåâi îïåðàöi¨ îòîòîæíþâàòè ç ¨õ îäíîéìåííèìè òåîðåòèêî-
ìíîæèííèìè àíàëîãàìè.

Òâåðäæåííÿ 3.7 (òåîðåìà Ñòîóíà). Áóäü-ÿêà ñêií÷åííà
áóëåâà àëãåáðà içîìîðôíà ñêií÷åííî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè ìíîæèí, òîá-
òî áóëåâî¨ àëãåáðè âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè.

ßê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî, ùî ÷èñëî åëåìåíòiâ â áóäü-ÿêié

ñêií÷åííî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè ¹ ñòåïåíåì äâiéêè.
Òåîðåìà Ñòîóíà äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê íåñêií-

÷åííèõ áóëåâèõ àëãåáð: âñÿêà íåñêií÷åííà áóëåâà àëãåáðà içîìîðô-
íà ïîäàëãåáðå àëãåáðè âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè
(òî÷íiøå äëÿ çíàéîìèõ ç òåîði¹þ òîïîëîãié � ïîäàëãåáði àëãåáðè
âñiõ âiäêðèòî-çàìêíóòèõ ïiäìíîæèí äåÿêîãî êîìïàêòíîãî öiëêîì
íåçâ'ÿçíîãî õàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó).

Ñåðåä ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí âèíÿòêîâî âàæëèâó
ðîëü âiäiãðàþòü òàê çâàíi ðåøiòêè.

Ðåøiòêîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíàç çàäàíèìè íà íåé äâîìà
áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè: \ (�îá'¹äíàííÿ�) i [ (�ïåðåòèí�), âiäíîñíî
ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ çàêîíè (1)�(4), íàâåäåíi âèùå.

ßñíî, ùî â ðåøiòöi iñíóþòü ñêií÷åííi îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíè
áóäü-ÿêèõ ¨¨ åëåìåíòiâ. Òàêîæ ÿñíî, ùî áóäü-ÿêà áóëåâà àëãåáðà
ÿâëÿ¹òüñÿ ðåøiòêîþ.

Áóäü-ÿêå ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà =A,¨y (íàïðè-
êëàä, ÷èñëîâà ìíîæèíà N, Z, Q àáî R ç òðàäèöiéíèì âiäíîøåííÿì
ïîðÿäêó ¤) ¹ ðåøiòêîþ. ßêùî a, b P A, òî çà a\ b áåðåòüñÿ áiëüøå
(ùîäî ïîðÿäêó ¤) ç ÷èñåë a i b, à çà a[ b � ìåíøå ç íèõ.

Ìíîæèíà N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî
ïîðÿäêó �äiëèòü áåç çàëèøêó� ¹ ðåøiòêîþ, ÿêùî äëÿ a, b P N âèçíà-
÷èìî a\ b = ÍÑÊ(a, b) i A[ b = ÍÑÄ(a, b) (Òóò, ÿê i ðàíiøå, ÍÑÊ
- íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå, ÍÑÄ - íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê).
Íàïðèêëàä, 12\ 32 = 96, 12[ 32 = 4, 16\ 5 = 80, 16[ 5 = 1.

Äèñòðèáóòèâíîþ ðåøiòêîþ íàçèâà¹òüñÿ ðåøiòêà, â ÿêié
äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c P A ñïðàâåäëèâi çàêîíè äèñòðèáóòèâíîñòè ç
ïóíêòó (5) âèùå.

×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, â ÿêî¨ äëÿ áóäü-ÿêèõ åëå-
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ìåíòiâ a i b iñíóþòü infta, bu i supta, bu, íàçèâà¹òüñÿ ðåøiòêî âïî-

ðÿäêîâàíîþ.
ßñíî, ùî â ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíi òî÷íi âåðõíi i

íèæíi ãðàíi iñíóþòü äëÿ áóäü-ÿêèõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèíè ¨¨ åëå-
ìåíòiâ.

Iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ðåøiòîê ç ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíèìè ìíî-
æèíàìè.

Òâåðäæåííÿ 3.8 (åêâiâàëåíòíiñòü ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèí òà ðåøiòîê).

1. Íåõàé A ¹ ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. ßêùî ïðèïó-
ñòèòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a i b ç A a\ b ¹ supta, bu i a[ b

¹ infta, bu, òî A áóäå ðåøiòêîþ.
2. Íåõàé A ¹ ðåøiòêà. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ

åëåìåíòiâ A i b ç A a ¨ b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a [ b � a (àáî
a \ b � b), òî A áóäå ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ âiäíîñíî
ïîðÿäêó ¨.

Öåé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ â ïîäàëüøîìó ãîâîðèòè ïðî áóäü-

ÿêîìó ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíi xA,¨y ÿê ïðî ðåøiòöi ç

îïåðàöiÿìè ïåðåòèíó, îá'¹äíàííÿ i äîïîâíåííÿ, iíäóêîâàíèìè íà A

÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì ¨, ùî i áóäå ðîáèòèñÿ äî êiíöÿ öüîãî ðîçäiëó.
Ðåøiòêî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà xA,¨y íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïóñòèé ïiäìíîæèíè B � A â ìíîæèíi A iñ-
íóþòü íàéìåíøà âåðõíÿ i íàéáiëüøà íèæíÿ ãðàíi sup B i inf B.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà ïîâíà ðåøiòêà ¹ ðåøiòêîþ, àëå íå
áóäü-ÿêà ðåøiòêà ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ.

ßêùî xA,¨y � ïîâíà ðåøiòêà, òî íàéìåíøà âåðõíÿ ãðàíü
âñi¹¨ ìíîæèíè A (supA) íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ ïîâíî¨ ðåøiòêè A

i ïîçíà÷à¹òüñÿ 1, à íàéáiëüøà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè A (inf A)
íàçèâà¹òüñÿ íóëåì ïîâíî¨ ðåøiòêè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ 0.

Âèáið öèõ íàçâ i ïîçíà÷åíü â ïîâíié ðåøiòöi äëÿ supA i infA
ïîÿñíþ¹òüñÿ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè åëåìåíòiâ 1 i 0: äëÿ äîâiëü-
íîãî åëåìåíòà a P A âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi a \ 1 � 1, a \ 0 � a,
a[ 1 � a i a[ 0 � 0.

Î÷åâèäíî, ùî åëåìåíòè 0 i 1 ¹, âiäïîâiäíî, íàéìåíøèì i íàé-
áiëüøèì åëåìåíòàìè ïîâíî¨ ðåøiòêè xA,¨y.

Ïîÿñíèìî öi ïîíÿòòÿ íà ïðèêëàäàõ.
Ìíîæèíà N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç òðàäèöiéíèìè âiäíîøåí-
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íÿì ïîðÿäêó ¤ íå ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ, îñêiëüêè áóäü-ÿêà éîãî
íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà íå ìà¹ íàéìåíøî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi.

Ìíîæèíà âñiõ äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ÿêà ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì � îäèí äiëüíèê n äiëèòü áåç çàëèøêó
iíøèé äiëüíèê n�, ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ. Îäèíèöåþ 1 â òàêèé ðåøiòöi
¹ ÷èñëî n, à íóëåì 0 � íàòóðàëüíå ÷èñëî 1.

×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ïî âiäíîøåííþ âêëþ÷åííÿ ìíîæèíà
2A âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A òàêîæ ¹ ïîâíîþ ðåøiòêîþ, â ÿêié A
¹ îäèíèöåþ 1, à H � íóëåì 0.

Ðåøiòêà ç äîïîâíåííÿì ¹ ðåøiòêà xA,¨y, â ÿêié äëÿ áóäü-
ÿêîãî åëåìåíòà a P A iñíó¹ òàêèé åëåìåíò pa P A, ùî a \ pa � 1 i
a[ pa � 0.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî, ùî ÿêùî ìè ïðîâåäåìî ïåðåîáîçíà-
÷åííÿ íóëÿ 0 i îäèíèöi 1 ðåøiòêè â íóëü o i ι áóëåâî¨ àëãåáðè, à
ðåøiòêîâó îïåðàöiþpâ áóëåâó îïåðàöiþ �, òî äëÿ ïîâíî¨ äèñòðèáó-
òèâíî¨ ðåøiòêè ç äîïîâíåííÿì âèêîíóþòüñÿ àêñiîìè (1)�(10) áóëåâî¨
àëãåáðè. Çíà÷èòü, ïîâíà äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøiòêà ç äîïîâíåííÿì

ìîæå ââàæàòèñÿ áóëåâîþ àëãåáðîþ ç iíäóêîâàíèìè îïåðàöiÿìè
ïåðåòèíó, îá'¹äíàííÿ i äîïîâíåííÿ.

Ç îãëÿäó íà òåîðåìó Ñòîóíà, îòðèìó¹ìî, ùî ïîâíà äèñòðèáó-
òèâíàÿ ðåøiòêà ç äîïîâíåííÿì ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi áóëåâî¨
àëãåáðè âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè.

Íà öüîìó ìè çàêií÷ó¹ìî îïèñ ñïiââiäíîøåíü áóëåâèõ àëãåáð,
áóëåâèõ àëãåáð ìíîæèí i ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí.

3.6 Äåðåâà, ïiääåðåâà òà çàìiùåííÿ ïiääåðåâ

Ó ïðîãðàìóâàííi òà äåÿêèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîáóäîâàõ ÷àñòî âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ òàêà ñòðóêòóðà äàíèõ, ÿê äåðåâà, ÿêà, çàçâè÷àé, ââîäèòü-
ñÿ ó âèãëÿäi ãðàôiâ ñïåöiàëüíîãî âèäó. Ìè æ âèçíà÷à¹ìî ¨¨ íèæ÷å
÷åðåç ðÿäêè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äåñÿòêîâèõ öèôð i çàäîâîëüíÿþòü
ïåâíèì âëàñòèâîñòÿì, äàþ÷è òèì ñàìèì iíøå âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ
ñëîâà â ñêií÷åííîìó àáî íåñêií÷åííîìó àëôàâiòi.

3.6.1 Ðÿäêè

Íåõàé ¹ äåÿêà (ìîæëèâî, íåñêií÷åííà) ìíîæèíà A, ÿêà áóäå íàçè-
âàòèñÿ àëôàâiòîì. Ðÿäêîì íà A ¹ ôóíêöiÿ u : rns ÞÑ A, äå n �
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íàòóðàëüíå ÷èñëî ç N�. Çà âèçíà÷åííÿì ââàæà¹ìî, ùî ïðè n � 0

ìè ìà¹ìî ¹äèíó ôóíêöiþ, ùî âiäîáðàæà¹ ïóñòó ìíîæèíó [0] â òàê
çâàíèé ïóñòîé (íóëüîâèé) ðÿäîê òà ïîçíà÷à¹òüñÿ eA, àáî e ó âèïàä-
êó, êîëè ìíîæèíà A âiäîìà.

Äëÿ çàäàíîãî ðÿäêà u : rns ÞÑ A íàòóðàëüíå ÷èñëî n íàçè-
âà¹òüñÿ äîâæèíîþ u i ïîçíà÷à¹òüñÿ |u|.

Äëÿ çàäàíî¨ (ìîæëèâî, íåñêií÷åííî¨) ìíîæèíè A ìíîæèíà
âñiõ ðÿäêiâ íàä A ïîçíà÷à¹òüñÿ A�. ßêùî ìà¹ ìiñöå u : rns ÞÑ A, äå
n ¡ 0, òî äëÿ êîæíîãî i P rns upiq ¹ åëåìåíò ç A, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ
ui; ñàì æå ðÿäîê ïîçíà÷à¹òüñÿ u1u2 . . . un.

Íàä ðÿäêàìè ìîæíà âèêîíóâàòè îïåðàöiþ êîíêàòåíàöi¨, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì: Äëÿ çàäàíèõ äâîõ ðÿäêiâ u : rns ÞÑ A i
v : rms ÞÑ A (m,n ¥ 0) ¨õíüîþ êîíêàòåíàöi¹þ, ïîçíà÷åíîþ u � v àáî
uv, ¹ ðÿäîê w : rn�ms ÞÑ A, òàêèé, ùî wpiq � upiq, ÿêùî 1 ¤ i ¤ n,
i wpiq � vpi�mq, ÿêùî m� 1 ¤ i ¤ n�m.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî ðÿäêà u,
u � e � e � u � u. Iíøèìè ñëîâàìè, ðîçãëÿäàþ÷è êîíêàòåíàöiþ ÿê
àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ íàä ìíîæèíîþ A� âñiõ ðÿäêiâ, îòðèìó¹ìî,
ùî e ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî, â çàãàëüíîìó
âèïàäêó, êîíêàòåíàöiÿ àñîöiàòèâíà, àëå íå êîìóòàòèâíà.

Ãîâîðÿ÷è àëãåáðà¨÷íîþ ìîâîþ, A� ðàçîì ç îïåðàöi¹þ êîíêà-
òåíàöi¨ óòâîðþ¹ âiëüíó (íåêîìóòàòèâíó) ïîëóãðóïïó ç îäèíèöåþ

(íåêîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä).
Äëÿ çàäàíîãî ðÿäêà u ðÿäîê v ¹ ïiäðÿäîêîì u, ÿêùî iñíóþòü

ðÿäêè x i y, òàêi, ùî u � xvy.
Äàëi, äëÿ çàäàíîãî ðÿäêà u ðÿäîê v ¹ ïðåôiêñîì (ãîëîâîþ)

ðÿäêà u, ÿêùî iñíó¹ ðÿäîê w, òàêèé, ùî u � vw. Äëÿ çàäàíîãî
ðÿäêà u, ðÿäîê v ¹ ñóôiêñîì (õâîñòîì) ðÿäêà u, ÿêùî iñíó¹ ðÿäîê
w, òàêèé, ùî u � wv. Ïðåôiêñ (ñóôiêñ, ïiäðÿäîê) v íàçèâà¹òüñÿ
âëàñíèì, ÿêùî ïiäðÿäîê v âiäìiííèé âiä u.

3.6.2 Äîìåíè äåðåâ òà äåðåâà

Íåõàé CN ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó äåñÿòêîâèõ öèôð 0, 1, . . . , 9. Òîäi
C�

N � teu Y N�
�, âïîðÿäêîâàíèõ ïðèðîäíèì ÷èíîì.

Äîìåíîì D äåðåâà ¹ íåïóñòà ïiäìíîæèíà ðÿäêiâ ç C�
N, ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:
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(1) äëÿ êîæíîãî ðÿäêà u P D áóäü-ÿêèé éîãî ïðåôiêñ, âêëþ-
÷àþ÷è e, çíàõîäèòüñÿ â D;

(2) äëÿ êîæíèõ u P D òà i P C�
N ç òîãî, ùî ui P D, âèïëèâà¹,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî j p1 ¤ j ¤ iq ðÿäîê uj çíàõîäèòüñÿ â D.
Ïðèêëàä 3.1. Äîìåí D# � te, 1, 2, 11, 21, 22, 221, 222,

2211u ãðàôi÷íî ìîæå áóòè ïîäàíî ó òàêîìó âèãëÿäi (âiäïîâiäíî
ïîðÿäêó ¨ ç ðîçäiëó íèæ÷å ïðî ñòåïåíi):

Ãðàôi÷íå ïîäàííÿ äîìåíó D#:
e

ä å
1 2

ä ä å
11 21 22

ä å
221 222
|

2211

Íåõàé ¹ äîìåí D äåðåâà i çàäàíî ìíîæèíó Σ åëåìåíòiâ (çâà-
íèõ ìiòêàìè). Òîäi Σ-äåðåâîì (àáî ïðîñòî äåðåâîì, êîëè íå âèíèêà¹
äâîçíà÷íîñòåé) íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ t : D Ñ Σ.

Äîìåí äåðåâà t ïîçíà÷à¹òüñÿ domptq. Êîæåí ðÿäîê u â domptq
íàçèâà¹òüñÿ âóçëîì (àáî âåðøèíîþ) äåðåâà.

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé Σ � tf, g, h, a, bu. Äëÿ äîìåíó D# ç
ïðèêëàäó 3.1 äåðåâî t : D# Ñ Σ, ùî ìà¹ ãðàôiê tpe, fq, p1, hq, p2, gq,
p11, aq, p21, aq, p22, fq, p221, hq, p222, bq, p2211, aqu, ãðàôi÷íî ìîæå
áóòè ïîäàíî â òàêîìó âèãëÿäi:

Äåðåâî t:
f

ä å
h g

ä ä å
a a f

ä å
h b
|
a

3.6.3 Ñòåïåíi âåðøèí i øëÿõè

Âèõiäíèì ñòåïåíåì dpuq âåðøèíè u ¹ ïîòóæíiñòü ìíîæèíè
ti | ui P domptqu.
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Çàçíà÷èìî, ùî âèõiäíèé ñòåïiíü âåðøèíè ìîæå áóòè íåñêií-
÷åííèì.

Äåðåâî íàçèâà¹òüñÿ çâè÷àéíî ðîçãàëóæåíèì òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè ñòåïiíü êîæíî¨ âåðøèíè ¹ íàòóðàëüíèì (ñêií÷åííèì) ÷èñ-
ëîì.

Âåðøèíà e (e � ïóñòèé ðÿäîê) íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì äåðåâà.
(Ç íàâåäåíèõ âèçíà÷åíü âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêå äåðåâî ìà¹ âåðøèíó
e i âîíà ¹ òiëüêè êîðåíåì.)

Äåðåâî ¹ ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíà domptq ¹ ñêií÷åííîþ.
ßêùî u ¹ âåðøèíîþ â domptq, òî êîæíà âåðøèíà âèäó

ui P domptq ç i P N� íàçèâà¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì ñïàäêî¹ìöåì (àáî
ñèíîì) u.

Êàæóòü, ùî âñi âåðøèíè äåðåâà (òîòàëüíî) ëåêñèãðàôi÷íî
âïîðÿäêîâàíi ïîðÿäêîì ¨, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå: u ¨ v â òîìó i
òiëüêè òîìó âèïàäêó, ÿêùî àáî u ¹ ïðåôiêñîì v, àáî iñíóþòü ðÿäêè
x, y, z P C�

N i öèôðè i, j P CN, òàêi, ùî i   j ÿê ÷èñëà, u � xiy i
v � xjz.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìè ãîâîðèìî, ùî u ¹ ïîïåðåäíèêîì v, à
â äðóãîìó � ùî u çíàõîäèòüñÿ ëiâîðó÷ âiä v. ßêùî y � e i z � e,
òî éäåòüñÿ ïðî òå, ùî xi ¹ ëiâèé áðàò xj (i   j).

Äâi âåðøèíè íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, ÿêùî u íå ¹ ïðå-
ôiêñîì v, i íàâïàêè.

Ñêií÷åííèì øëÿõîì ç äæåðåëîì u i öiëëþ v íàçè-
âà¹òüñÿ ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü âåðøèí u0, u1, . . . , un, òàêà, ùî
u0 � u, un � v i äëÿ âñÿêîãî j (1 ¤ j ¤ n) ìà¹ ìiñöå uj � uj�1ij
ïðè äåÿêîìó ij P CN. Ïðè öüîìó n íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ øëÿõó òà
ïîçíà÷à¹òüñÿ lengthpu0, u1, . . . , unq. ßêùî n � 0, òî ìè ìà¹ìî øëÿõ
äîâæèíîþ 0 (àáî íóëüîâèé øëÿõ) ç u â u.

Ãiëêîþ, àáî ëàíöþæêîì (ëàíöþãîì), íàçèâà¹òüñÿ øëÿõ âiä
êîðåíÿ äî ëèñòó.

Íåñêií÷åííèé øëÿõ iç äæåðåëà u ¹ íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâ-
íiñòþ u0, u1, . . . , un, . . ., òàêîþ, ùî u0 � u i äëÿ âñiõ j ¥ ìà¹ ìiñöå
uj � uj�1ij äëÿ äåÿêîãî ij P CN.

ßêùî äàíî ñêií÷åííå äåðåâî t, òî âàãà âåðøèíè u â domptq
äîðiâíþ¹ maxptlengthppq | p ¹ øëÿõ ç u â ëèñò}).

Âèñîòîþ (àáî ãëèáèíîþ) ñêií÷åííîãî äåðåâà íàçèâà¹òüñÿ âà-
ãà éîãî êîðåíÿ (äîâæèíà íàéäîâøîãî øëÿõó âiä êîðåíÿ äî ëèñòó).
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3.6.4 Ïiääåðåâà òà çàìiùåííÿ ïiääåðåâ

ßêùî äàíî äåðåâî t i éîãî âåðøèíà u, òî ïiääåðåâîì ç êîðåíåì

ó u ¹ äåðåâî, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ t{u i äîìåíîì ÿêîãî ¹ ìíîæèíà
tv | uv P domptqu, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi t{upvq � tpuvq äëÿ âñiõ
v â dompt{uq.

Âàæëèâîþ îïåðàöi¹þ íàä äåðåâàìè ¹ îïåðàöiÿ çàìiùåííÿ äå-
ðåâ.

ßêùî ¹ äâà äåðåâà t1 i t2, i â äåðåâi t1 âèäiëåíà âåðøèíà u,
òî ðåçóëüòàòîì çàìiùåííÿ ïiääåðåâà ó âåðøèíiu äåðåâà t1 íà t2 ¹
ôóíêöiÿ, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ t1ru Ð t2s i ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà
tpv, t1pvqq | u íå ¹ ïðåôiêñîì vu Y tpuv, t2pvqu.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé t i t1 ¹ äåðåâà, ÿêi ìàþòü òàêi ãðàôi÷íi
ïîäàííÿ (t � äåðåâî ç ïðèêëàäó 3.2):

Äåðåâî t:

f
ä å
h g

ä ä å
a a f

ä å
h b
|
a

Äåðåâî t1:
g

ä å
a b

Òîäi äåðåâî tr22 Ð t1s ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

f
ä å
h g

ä ä å
a a g

ä å
a b
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3.6.5 Ðàíæîâàíi àëôàâiòè i Σ-äåðåâà

Ó áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ ¹ íåîáõiäíiñòü ìàòè íàáið ñèìâîëiâ äëÿ iìåíó-
âàííÿ îïåðàöié ç ïåâíîþ (çàôiêñîâàíîþ) êiëüêiñòþ àðãóìåíòiâ, ùî
ïðèâîäèòü äî ïîíÿòòÿ ðàíæîâàíîãî àëôàâiòó.

Ðàíæîâàíèì àëôàâiòîì íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ñèìâîëiâ Σ

ðàçîì ç ôóíêöi¹þ r : Σ Ñ N (ùî ðàíæó¹). Òîáòî, êîæíîìó ñèìâîëó
f P Σ ïðèïèñó¹òüñÿ ðàíã (àáî, ÿê íàé÷àñòiøå ãîâîðÿòü, àðíiñòü)
rpfq, ÿêèé âèçíà÷à¹ òó (ôiêñîâàíó) êiëüêiñòü àðãóìåíòiâ, ÿêà çà-
êðiïëåíà äëÿ f . Êîæåí ñèìâîë ðàíãó 0 íàçèâà¹òüñÿ êîíñòàíòîþ.

Äëÿ êîæíîãî n ¥ 0, ìíîæèíà Σn ïîçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó (ðàí-
æîâàíî¨) ìíîæèíè Σ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñèìâîëiâ ðàíãó n, ÿêi
âõîäÿòü â Σ.

ßêùî ìíîæèíà ñèìâîëiâ (ìiòîê) Σ ¹ ðàíæîâàíèì àëôàâiòîì,
òî, ÿê i âèùå, Σ-äåðåâîì íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ t : domptq Ñ Σ, äëÿ
ÿêî¨ äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè u ç domptq
ìà¹ ìiñöå dpuq � rptpuqq. Iíøèìè ñëîâàìè, ùî âèõiäíèé ñòåïiíü êîæ-
íî¨ âåðøèíè äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ìiòêè.

Ïðèêëàä 3.4. Íåõàé Σ � ta, b,�,�, �u, äå a i b ìàþòü ðàíã
0, � ìà¹ ðàíã 1, à � i � ìàþòü ðàíã 2. Òîäi Σ-äåðåâî ìà¹ òàêèé
âèãëÿä:

�
ä å
� �

ä ä å
a a b
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4 Ïðî áóëåâi ôóíêöi¨

Ó øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè âèâ÷àþòüñÿ ôóíêöi¨ äâîõ òèïiâ: òàê
çâàíi äiéñíi ôóíêöi¨ äiéñíîãî çìiííîãî òà ïîñëiäîâíîñòi, ùî ÿâëÿ-
þòü ñîáîþ, ÿê ïðàâèëî, äiéñíi ôóíêöi¨ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó. Ó
òîé æå ÷àñ, ââåäåíå ðàíiøå ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨, íå íàêëàäà¹ íiÿêèõ
îáìåæåíü íà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Òîìó,
ÿê áè ïðîäîâæóþ÷è øêiëüíèé êóðñ ìàòåìàòèêè â íàïðÿìêó ¨¨ ñó-
÷àñíîãî ðîçâèòêó i âèêîðèñòàííÿ, ìè â öüîìó ðîçäiëi çóïèíÿ¹ìîñÿ
íà âàæëèâîìó êëàñi ôóíêöié � òàê çâàíèõ áóëåâèõ ôóíêöiÿõ.

Ñâîþ íàçâó áóëåâi ôóíêöi¨ îòðèìàëè âiä iìåíi àíãëiéñüêîãî
ìàòåìàòèêà Äæ. Áóëÿ (1815-1864) (ÿêèé, ÿê öå áóëî âiäìi÷åíî ðàíi-
øå, òàêîæ âíiñ ïåâíèé âíåñîê â ïî÷àòêîâèé ðîçâèòîê òåîði¨ ìíî-
æèí). Ç ìîìåíòó ñâî¹¨ ïîÿâè öi ôóíêöi¨ âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü
ó ïèòàííÿõ îñíîâ ìàòåìàòèêè i ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Ç ñåðåäèíè
20-ãî ñòîëiòòÿ áóëåâi ôóíêöi¨ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðiçíèõ
òåîðåòè÷íèõ i ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè òà ií-
ôîðìàòèêè, à òàêîæ ñëóæàòü ôóíäàìåíòîì äëÿ ïîáóäîâè ðiçíèõ
îá÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðî¨â òà/àáî ¨õ ñêëàäîâèõ ÷àñòèí,íàïðèêëàä,
ïðîöåñîðiâ ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðiâ.

4.1 Ïîíÿòòÿ áóëåâî¨ ôóíêöi¨

Çìiííà x íàçèâà¹òüñÿ áóëåâîþ, ÿêùî âîíà çäàòíà ïðèéìàòè òiëüêè
äâà çíà÷åííÿ 0 (�íóëü�) i 1 (�îäèíèöÿ�). Â ÿêîñòi ïðèêëàäó iíòåð-
ïðåòàöi¨ òàêîãî ðîäó çìiííèõ ìîæå âèñòóïàòè çâè÷àéíèé íàñòiííèé
âèìèêà÷ ñâiòëà íà äâà ïîëîæåííÿ, êîëè 1 âiäïîâiäà¹ ïîëîæåííþ
âèìèêà÷à `âêëþ÷åíî à 0 � ïîëîæåííÿ `âèìêíåíî".

Ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ áóëåâîþ, ÿêùî âñi ¨¨ àðãóìåíòè ¹ áó-
ëåâèìè, à ñàìà ôóíêöiÿ ìîæå ïðèéìàòè òiëüêè äâà çíà÷åííÿ: 0 i
1.

Áiëüø ñòðîãî. Íåõàé E � t0, 1u, X � äåÿêà çëi÷åííà ìíî-
æèíà áóëåâèõ çìiííèõ, En � n-àÿ äåêàðòîâà ñòóïiíü ìíîæèíè E,
òîáòî ìíîæèíà âñiõ íàáîðiâ xα1, . . . , αny, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ òà
îäèíèöü, n ¥ 1. Íåõàé f pnq � âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè En â E, n ¥ 1,
i íåõàé ôóíêöiÿ f pnqpx1, . . . , xnq âiä áóëåâèõ çìiííèõ x1, . . . , xn ìíî-
æèíè X çàäà¹ öå âiäîáðàæåííÿ, äå En � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, E
� îáëàñòü çíà÷åíü, x1, . . . , xn � áóëåâi çìiííi, âiä ÿêèõ âîíî çàëå-
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æèòü. Òîäi f pnq íàçèâà¹òüñÿ áóëåâîþ (àáî ëîãi÷íîþ) ôóíêöi¹þ, àáî
ôóíêöi¹þ àëãåáðè ëîãiêè, à f � n-ìiñöåâèì ôóíêöiîíàëüíèì ñèì-

âîëîì, âiäïîâiäíèì öi¹¨ ôóíêöi¨. (Âåðõíi iíäåêñè ó ôóíêöiîíàëüíèõ
ñèìâîëiâ, ÿê ïðàâèëî, îïóñêàþòüñÿ, êîëè âiäîìî êiëüêiñòü çìiííèõ,
âiä ÿêèõ çàëåæèòü ðîçãëÿäà¹ìà ôóíêöiÿ.)

Ìíîæèíó âñiõ áóëüîâèõ ôóíêöié áóäå ïîçíà÷àòèñÿ P2. Òàê
ÿê ÷èñëî (äâiéêîâèõ ) íàáîðiâ ç 0 i 1 äîâæèíè n i çâè÷àéíî äîðiâ-
íþ¹ 2n, à êîæíà ôóíêöiÿ f pnqpx1, . . . , xnq ç P2 íà êîæíîìó ç 2n íà-
áîðiâ ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå iç çíà÷åíü 0 i 1, òî ÷èñëî âñiõ ðiçíèõ
ôóíêöié àëãåáðè ëîãiêè âiä çìiííèõ x1, . . . , xn äîðiâíþ¹ 22

n

. Òàêèì
÷èíîì, ç îäíîãî áîêó, ÷èñëî ôóíêöié âiä ôiêñîâàíî¨ (ñêií÷åííî¨)
ìíîæèíè çìiííèõ ñêií÷åííå, à ç iíøîãî � öå ÷èñëî äóæå øâèäêî
çðîñòà¹ ç ðîñòîì ÷èñëà çìiííèõ.

Ç òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òî÷êè çîðó ôóíêöiÿ àëãåáðè ëî-
ãiêè fpx1, . . . , xnq � öå íå ïðîñòî âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè âñiõ íà-
áîðiâ äîâæèíè n ç íóëiâ òà îäèíèöü ó ìíîæèíó t0, 1u, à îá'¹êò,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêîãî âiäîáðàæåííÿ i âïîðÿäêîâàííîãî íà-
áîðó x1, . . . , xn éîãî áiíàðíèõ çìiííèõ. Ó ñåíñi çàïèñó ôóíêöi¨
fpx1, x2, x3q i fpx2, x1, x3q, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi, õî÷à i âèçíà÷à-
þòü îäíå i òå æ âiäîáðàæåííÿ t0, 1u3 ÞÑ t0, 1u. Ó âiäïîâiäíîñòi ç
öèì âèíèêà¹ òàêå ïîíÿòòÿ ðiâíîñòi áóëåâèõ ôóíêöié, ÿêè ìàþòü
ðiçíi çàïèñè: ôóíêöi¨ ðiâíi, ÿêùî âîíè çàëåæàòü âiä îäíi¹¨ i òè¹¨

æ ìíîæèíè çìiííèõ òà çàäàþòü îäíå i òå æ âiäîáðàæåííÿ. À
ñàìå, áóëåâi ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq i gpx1, . . . , xnq âiä îäíi¹¨ i òè¹¨ æ
ìíîæèíè x1, . . . , xn íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè (ïîçíà÷åííÿ f � g), ÿê-
ùî fpα1, . . . , αnq � gpα1, . . . , αnq äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó α1, . . . , αn ç
íóëiâ òà îäèíèöü.

4.2 Óíàðíi òà áiíàðíi áóëåâi ôóíêöi¨

Ñêií÷åííiñòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ âàæëèâó âëà-
ñòèâiñòü: òàêi ôóíêöi¨ ìîæíà çàäàâàòè ó âèãëÿäi òàáëèöü çíà-

÷åíü, ïåðå÷èñëÿþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü àðãóìåí-
òiâ, ðîçòàøîâàíèõ ó âiäïîâiäíèõ ñòîâïöÿõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñàìå
öåé ñïîñiá, çàäàìî óíàðíi i áiíàðíi áóëåâi ôóíêöi¨, ÿêi ó ïåâíîìó
ñåíñi ¹ �àíàëîãàìè åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié� â àðèôìåòèöi i àíàëiçi.
(Ñåðåä iíøèõ ñïîñîáiâ çàâäàííÿ áóëåâèõ ôóíêöié ïiçíiøå ìè áiëüø
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äîêëàäíî çóïèíèìîñÿ íà çàâäàííi áóëüîâèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi âè-
ðàçiâ (òîáòî ôîðìóë), ÿêi ÿâëÿþòü ñîáîþ çàïèñè, ùî ñêëàäàþòüñÿ
ç êîíñòàíò, áóëüîâèõ çìiííèõ òà çíàêiâ âæå ââåäåíèõ ôóíêöié.)

Ïðè n � 1 áóäå âñüîãî 4 óíàðíèõ ôóíêöi¨ fpx1q, ùî ïðèâåäåí-
íi â ïåðøîìó ðÿäêó òàáëèöi íèæ÷å, äå 0 � öå ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà
0, ÿêà ðiâíà 0 ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi àðãóìåíòó, 1 � ôóíêöiÿ-

êîíñòàíòà 1, ÿêà ðiâíà 1 ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi àðãóìåíòó, x1 �
òîòîæíà ôóíêöiÿ, x1 � ëîãi÷íå çàïåðå÷åííÿ (iíâåðñiÿ) x1.

x1 ‖ 0 1 x1 x1

0 ‖ 0 1 0 1

1 ‖ 0 1 1 0

Ïðè n � 2 áóäå âæå 16 ôóíêöié, ÿêi ïîäàíi ó iíôiêñíî¨ ôîðìi
çàïèñó ïðè íàÿâíîñòi äâîõ àðãóìåíòiâ, êîæåí ç ÿêèõ âïëèâà¹ íà
çíà÷åííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¨.

x1 x2 ‖ x1 x1 x2 x2 x1 ^ x2 x1 _ x2 x1 Ñ x2 x1 � x2 x1 ` x2

0 0 ‖ 0 1 0 1 0 0 1 1 0

0 1 ‖ 0 1 1 0 0 1 1 0 1

1 0 ‖ 1 0 0 1 0 1 0 0 1

1 1 ‖ 1 0 1 0 1 1 1 1 0

x1 x2 ‖ 0 1 x1 Ó x2 x1|x2 x1 Ð x2 x1 Ñ x2 x1 Ð x2

0 0 ‖ 0 1 1 1 1 0 0

0 1 ‖ 0 1 0 1 0 0 1

1 0 ‖ 0 1 0 1 1 1 0

1 1 ‖ 0 1 0 0 1 0 0

Êîæíà iç ùîéíî ââåäåíèõ ôóíêöié ìà¹ ñâîþ iíäèâiäóàëüíå
iì'ÿ: 0 � ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 0 (òîòîæíèé íóëü); 1 � ôóíêöiÿ-

êîíñòàíòà 1 (òîòîæíà îäèíèöÿ); x � òîòîæíà ôóíêöiÿ (òîáòî
ôóíêöiÿ, ùî ïåðåâîäèòü x ó x); x � ëîãi÷íå çàïåðå÷åííÿ (iíâåðñiÿ)
x; ^ � êîí'þíêöiÿ; _ � äèç'þíêöiÿ; Ñ � ïðÿìà (ìàòåðiàëüíà)
iìïëiêàöiÿ; � � ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü (iíîäi ïîçíà÷à¹òüñÿ Ø);
` � äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì äâà (âèêëþ÷íå �àáî�, ñóìà Æåãàëêèíà);
Ó � ñòðiëêà Ïiðñà (àíòèäèç'þíêöiÿ); | � øòðèõ Øåôôåðà (àí-
òèêîí'þíêöiÿ); Ð � çâîðîòíà iìïëiêàöiÿ; Ñ � iíâåðñiÿ ïðÿìî¨

iìïëiêàöi¨ ; Ð � iíâåðñiÿ çâîðîòíî¨ iìïëiêàöi¨.
Òèì æå ñàìèì ñïîñîáîì, ùî áóâ âèêîðèñòàíèé äëÿ âèïàäêó

n � 2, ìîæíà âèçíà÷èòè òåòðàðíi áóëåâi ôóíêöi¨ (êîëè n � 3) i ò.
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ä. Ìè íà öüîìó çóïèíÿòèñÿ íå áóäåìî, à ïðîñòî çàóâàæèìî, ùî, ÿê
öå áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, áiíàðíèõ ôóíêöié (íàâiòü òiëüêè ÷àñòèíè
¨õ) äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨
ïîáóäóâàòè áóäü-ÿêó áiíàðíó ôóíêöiþ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ àðíîñòi.

4.3 Ôîðìóëè, ðåàëiçàöiÿ áóëåâèõ ôóíêöié ôîð-

ìóëàìè. Îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨ òà ââåäåííÿ

ôiêòèâíèõ çìiííèõ

Îäíèì iç çðó÷íèõ ñïîñîáiâ çàâäàííÿ áóëåâèõ ôóíêöié ¹ ôîðìóëè.
Íåõàé äàíà äåÿêà (ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà) ìíîæèíà ôóíê-

öié A � tf1px1, . . . , xn1
q, f2px1, . . . , xn2

q, . . .u, i B � ìíîæè-
íà ôóíêöiîíàëüíèõ ñèìâîëiâ, âiäïîâiäíèõ ôóíêöié ç A (òîáòî
B � tf1, f2, . . .}). Ïîíÿòòÿ ôîðìóëè íàä ìíîæèíîþ A âèçíà÷à¹òüñÿ
iíäóêòèâíî.

1. Âèðàç x, äå x � çìiííà, ¹ (òðèâiàëüíîþ) ôîðìóëîþ íàä
A.

2. ßêùî F1, . . . , Fn � ôîðìóëè íàä A, à f � ôóíêöiîíàëü-
íèé ñèìâîë ç B, òî âèðàç F âèãëÿäó fpF1, . . . , Fnq (òîáòî ôóíêöiî-
íàëüíèé ñèìâîë, ëiâà äóæêà, ôîðìóëè F1, . . . , Fn ó öüîìó ïîðÿäêó,
ïðàâà êâàäðàòíà äóæêà), ¹ ôîðìóëîþ íàä A; ôîðìóëè F1, . . . , Fn
íàçèâàþòüñÿ ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëè F . Ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëè

F ¹ òàêîæ ñàìà ôîðìóëà F i âñi ïiäôîðìóëè ôîðìóë F1, . . . , Fn.
3. Æîäíèõ iíøèõ ôîðìóë íàä A, êðiì çàçíà÷åíèõ ó ïóíêòàõ

(1) i (2), íå iñíó¹.
Êîæíié ôîðìóëi ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíà áóëåâà

ôóíêöiÿ.
Íåõàé äàíà ôîðìóëà F px1, . . . , xnq íàä ìíîæèíîþ ôóíê-

öié A, äå tx1, ..., xnu � ìíîæèíà âñiõ çìiííèõ öi¹¨ ôîðìóëè), i
R � pxα1, . . . , αny ¹ äåÿêèé íàáið çíà÷åíü öèõ çìiííèõ. Çíà÷åííÿ
ôîðìóëè F (à òàêîæ çíà÷åííÿ êîæíî¨ ¨¨ ïiäôîðìóëè) íà íàáîði

çìiííèõ R (ïîçíà÷åííÿ � F |R) âèçíà÷à¹òüñÿ iíäóêòèâíî.
1. ßêùî F � òðèâiàëüíà ôîðìóëà âèäó xi, òî F |R ¹ ðiâíèì

αi.
2. Íåõàé ôîðìóëà F íàä A ìà¹ âèãëÿä fpF1, . . . , Fnq, äå

ôóíêöiÿ fpF1, . . . , Fnq íàëåæèòü ìíîæèíi A, F1, . . . , Fn � ôîðìó-
ëè íàä A, äëÿ ÿêèõ çíà÷åííÿ F1|R, . . . , Fn|R âæå âèçíà÷åíi i ðiâíi
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β1, . . . , βn âiäïîâiäíî. Òîäi F |R � fpβ1, . . . , βnq.
Òàê ÿê çíà÷åííÿ ôîðìóëè F px1, . . . , xnq ìîæíà âèçíà÷èòè

íà áóäü-ÿêîìó íàáîði çíà÷åíü çìiííèõ x1, . . . , xn, òî òèì ñàìèì öié
ôîðìóëi ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêà ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq ç
P2. Ïðî öþ ôóíêöiþ fpx1, . . . , xnq (çàäàíó çàçíà÷åíèì âèùå ñïîñî-
áîì) êàæóòü, ùî âîíà ðåàëiçó¹òüñÿ àáî âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
fpF1, . . . , Fnq.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ôîðìóëà âèðàæà¹ ÿêóñü ôóíêöiþ àë-
ãåáðè ëîãiêè. Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü, ùî íîâi ôóíêöi¨ ïîðîäæåíi
iç óæå íàÿâíèõ ó A çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨. Iíøèìè
ñëîâàìè, ôóíêöiÿ f îòðèìàíà îïåðàöi¹þ ñóïåðïîçèöi¨ ç ôóíêöié

ñèñòåìè A, ÿêùî f ðåàëiçîâàíà äåÿêîþ (íåòðèâiàëüíîþ) ôîðìó-
ëîþ íàä A (àáî, ÿê ùå êàæóòü, f çàïèñàíà ó ñèãíàòóði A).

×àñòêîâèìè âèïàäêàìè ñóïåðïîçèöi¨ ¹ íàñòóïíi îïåðàöi¨ íàä
áóëåâèìè ôóíêöiÿìè: ïåðåñòàíîâêà çìiííèõ, ïåðåéìåíóâàííÿ çìií-
íèõ, îòîòîæíåííÿ çìiííèõ, êîìïîçèöiÿ ôóíêöié (òîáòî ïiäñòàíîâêà
ôóíêöié â iíøi ôóíêöi¨ íà ìiñöÿ ¨õ çìiííèõ).

Îêðåìî çóïèíèìîñÿ íà òàê çâàíié îïåðàöi¨ ââåäåííÿ ôiêòèâ-
íèõ çìiííèõ (ÿêà, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îïå-
ðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨).

Çìiííà xi ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq íàçèâà¹òüñÿ ñóòò¹âîþ, ÿê-
ùî iñíóþòü òàêi äâà íàáîðó ç íóëiâ i îäèíèöü, ùî ðîçðiçíÿþòüñÿ
òiëüêè â i-îi êîìïîíåíòi, ùî ôóíêöiÿ f íà öèõ íàáîðàõ ïðèéìà¹ ðiç-
íi çíà÷åííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü, ùî ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq
ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä çìiííî¨ xi.

Çìiííà xi, ùî íå ¹ ñóòò¹âîþ, íàçèâà¹òüñÿ íåñóòò¹âîþ àáî

ôiêòèâíîþ çìiííîþ ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq; ó öüîìó âèïàäêó ãîâî-
ðÿòü, ùî ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq íå çàëåæèòü ñóòò¹âî âiä çìiííî¨

xi.
Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ fpx1, x2q � x1^x2 ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä

çìiííî¨ x1, òàê ÿê fp0, 1q �� fp1, 1q. Âîíà òàêîæ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä
çìiííî¨ x2, òàê ÿê fp1, 0q �� fp1, 1q. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî âñi
iíøi áiíàðíi ôóíêöi¨, ùî íàâåäåíi â òàáëèöi âèùå i ìàþòü iíôiêñíó
ôîðìó çàïèñó, ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä îáîõ çìiííèõ. Î÷åâèäíî, ùî
ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 0 i 1 íå ìàþòü ñóòò¹âèõ çìiííèõ.

Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà êîæíîìó íàáîði ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òü-

ñÿ íàáîðîì çíà÷åíü ¨¨ ñóòò¹âèõ çìiííèõ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ÷àñòî äëÿ
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çðó÷íîñòi âèêîðèñòàííÿ (i äîòðèìóþ÷èñü òðàäèöi¨) ïîíÿòòÿ ðiâíî-
ñòi áóëåâèõ ôóíêöié ïîøèðþ¹òüñÿ òàêîæ íà ôóíêöi¨ c ðiçíèìè

íàáîðàìè çìiííèõ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå íåñóòò¹âèìè çìiííèìè,
i ðîçóìi¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äâi äîâiëüíi áóëåâi ôóíêöi¨ íàçèâà-
þòüñÿ ðiâíèìè, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ó íèõ ìíîæèíè ñóòò¹âèõ

çìiííèõ çáiãàþòüñÿ i íà êîæíîìó íàáîði çíà÷åíü öèõ çìiííèõ ðîç-

ãëÿäà¹ìi ôóíêöi¨ ïðèéìàþòü îäíàêîâi çíà÷åííÿ.
Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè, ùî âñÿêà ìíîæèíà çàïèñiâ

(ó âèãëÿäi ôîðìóë) áóëåâèõ ôóíêöié ðàçîì iç çàïèñîì êîæíî¨ ôóíê-

öi¨ f ìiñòèòü òàêîæ i âñi çàïèñè ôóíêöié, ó ÿêèõ äîäàòêîâî äî

çìiííèõ iç çàïèñó f çóñòði÷àþòüñÿ òiëüêè ôiêòèâíi çìiííi.
Ñêàçàíå äîçâîëÿ¹ íàñòóïíèì ÷èíîì âèçíà÷èòè îïåðàöiþ ââå-

äåííÿ ôiêòèâíèõ çìiííèõ íà ðîçãëÿäóâàíié ìíîæèíi ôóíêöié: ÿê-
ùî çàïèñ ôóíêöi¨ g âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàïèñó ôóíêöi¨ f òiëüêè íàÿâ-
íiñòþ çàïèñó â g ôiêòèâíèõ çìiííèõ ùîäî f i ôóíêöi¨ f òà g ðiâíi,
òî ãîâîðÿòü, ùî g îòðèìàíà ç f îïåðàöi¹þ ââåäåííÿ ó f ôiêòèâíèõ

çìiííèõ.
Íàïðèêëàä, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ x1 _ px3 ^ x3q çáiãàþòüñÿ çi

çíà÷åííÿìè òîòîæíî¨ ôóíêöi¨ x1. Òîìó x3 ¹ ôiêòèâíîþ çìiííîþ
äëÿ âèõiäíî¨ ôóíêöi¨ x1 i, îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ
x1 _ px3 ^ x3q îòðèìàíà ç x1 ââåäåííÿì â x1 ôiêòèâíî¨ çìiííî¨ x3.

Îïåðàöiÿ ââåäåííÿ ôiêòèâíèõ çìiííèõ äîçâîëÿ¹ ââàæàòè, ç
îäíîãî áîêó, êîëè öå ïîòðiáíî, ùî ïðè ðîçãëÿäi äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨
ñóêóïíîñòi áóëåâèõ ôóíêöié, àðíîñòè âñiõ ôóíêöié iç ñóêóïíîñòi
çáiãàþòüñÿ. À ç iíøîãî æ áîêó, ââàæàòè, ùî â çàïèñàõ ôóíêöié
âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè ¨õ ñóòò¹âi çìiííi. Íàäàëi, öi óãîäè ÷àñòî

áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ áåç ñïåöiàëüíèõ çàñòåðåæåíü.

4.4 Ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë

Ôîðìóëè, ùî ðåàëiçóþòü îäíàêîâi ôóíêöi¨, íàçèâàþòüñÿ ëîãi÷íî

åêâiâàëåíòíèìè. ßêùî F è F 1 ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi ôîðìóëè, òî
ìè ïèøåìî F � F 1 i çàïèñ òàêîãî ñîðòó íàçèâà¹ìî ëîãi÷íîþ òî-

òîæíiñòþ.
Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ðåôëåêñèâíiñòü, ñèìåòðè÷íiñòü i òðàí-

çèòèâíiñòü ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî âîíà ÿâëÿ¹òüñÿ (çâè÷àé-
íèì) âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.
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Ìàþ÷è äâi ôîðìóëè F1 i F2, ìè ìîæåìî âñòàíîâèòè, ÷è ¹
âîíè ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÷è íi, îá÷èñëþþ÷è i ïîðiâíþþ÷è ¨õ
çíà÷åííÿ íà îäíèõ i òèõ æå íàáîðàõ íóëiâ i îäèíèöü.

Iíøèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá, ìàþ÷è âæå âñòàíîâëåíi
òîòîæíîñòi F1,1 � F1,2, . . . , Fn,1 � Fn,2, ñïî÷àòêó çàñòîñóâàòè îäíå
ç íèõ äî âèõiäíîãî âèðàçó F , ïîòiì iíøå äî îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó
i òàê äàëi äî òèõ ïið, ïîêè íå áóäå îòðèìàíî íåîáõiäíèé âèðàç, ñêà-
æiìî, G (çâè÷àéíî, ÿêùî ¹ ëàíöþæîê ïåðåòâîðåíü, ùî âåäå âiä F
äî G). Âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, îòðèìó¹ìî,
ùî ïðè äîñÿæíîñòi G âèêîíó¹òüñÿ F � G; â öüîìó âèïàäêó G íàçè-
âàòèìåòüñÿ ôîðìóëîþ, âèâåäåíî¨ ç F çà äîïîìîãîþ òîòîæíîñòåé

F1,1 � F1,2, . . . , Fn,1 � Fn,2 çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèõ
ïåðåòâîðåíü.

Íàäàëi â íàøèõ ôîðìóëàõ áóäóòü çóñòði÷àòèñÿ òiëüêè ôóíê-
öiîíàëüíi çíàêè ç ñèãíàòóðè, ùî ìiñòèòü ïîçíà÷åííÿ óíàðíèõ i

áiíàðíèõ áóëåâèõ ôóíêöié, íàâåäåíi â òàáëèöÿõ âèùå. Ïðè öüîìó
áiíàðíi áóëåâi ôóíêöi¨ çàâæäè áóäóòü ìàòè âèãëÿä iíôiêñíîãî çàïè-
ñó, òîáòî â ôîðìóëàõ çíàê áiíàðíî¨ ôóíêöi¨ çàâæäè áóäå çíàõîäè-
òèñÿ ìiæ ¨¨ àðãóìåíòàìè. Íàïðèêëàä, çàìiñòü _p`px1, x2q, x3q áóäå
ïèñàòèñÿ px1 ` x2q _ x3.

Ïåðåðàõó¹ìî ðÿä áàçîâèõ òîòîæíîñòåé, ÿêi âiäiãðàþòü âàæ-
ëèâó ðîëü â òåîði¨ áóëåâèõ ôóíêöié i êîæíå ç ÿêèõ ëåãêî äîâîäèòüñÿ
ïåðåâiðêîþ òîãî, ùî ¨õ ëiâà i ïðàâà ÷àñòèíè ðåàëiçóþòü îäíó é òó æ
áóëåâó ôóíêöiþ, ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ îá÷èñëåíü, ùî
çàäàþòüñÿ öèìè ÷àñòèíàìè ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åííÿ ôóíêöié â
íàâåäåíèõ âèùå òàáëèöÿõ iñòèííîñòi. Âiäðàçó âiäçíà÷èìî �ïîâòî-
ðåííÿ� çàêîíàìè (1)�(10) àêñiîì (1)�(10) áóëåâèõ àëãåáð i, îòæå,
âëàñòèâîñòåé (1�(10) òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié. Òàêèé çáiã íå
âèïàäêîâèé i âäóìëèâèé ÷èòà÷ ëåãêî çíàéäå éîìó ïîÿñíåííÿ.

(1) Iäåìïîòåíòíiñòü êîí'þíêöi¨ òà äèç'þíêöi¨ :
x1 _ x1 � x1, x1 ^ x1 � x1.

(2) Êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöié _, ^, `: x1 _ x2 � x2 _ x1,
x1 ^ x2 � x2 ^ x1, x1 ` x2 � x2 ` x1.

(3) Àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöié _, ^, `:
x1 _ px2 _ x3q � px1 _ x2q _ x3, x1 ^ px2 ^ x3q � px1 ^ x2q _ x3,
x1 ` px2 ` x3q � px1 ` x2q ` x3.

(4) Çàêîíè ïîãëèíàííÿ: x1^px1_x2q � x1, x1_px1^x2q � x1.
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(5) Äèñòðèáóòèâíiñòü: px1_x2q^x3 � px1^x3q_px2^x3q,
px1^x2q_x3 � px1_x3q^px2_x3q, px1`x2q^x3 � px1^x3q`px2^x3q.

(6) Ïðàâèëà äå Ìîðãàíà: px1 ^ x2q � x1 _ x2,
px1 _ x2q � x1 ^ x2.

(7) Âëàñòèâîñòi íóëÿ: x1 _ 0 � x1, x1 ^ 0 �� 0, 0 � 1,
x1 ` 0 � x1.

(8) Âëàñòèâîñòi îäèíèöi : x1 _ 1 � 1, x1 ^ 1 � x1, 1 � 0,
x1 ` 1 � x1.

(9) Çàêîí çíÿòòÿ ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ (iíâîëþòèâíiñòü
çàïåðå÷åííÿ): x1 � x1.

(10) Âëàñòèâîñòi çàïåðå÷åííÿ: x1 _ x1 � 1, x1 ^ x1 � 0,
x1 ` x1 � 1, x1 ` x1 � 0.

(11) Äåÿêi êîðèñíi òîòîæíîñòi:
x1 Ñ x2 � x1 _ x2, x1 � x2 �
px1 Ñ x2q^ px2 Ñ x1q � px1_x2q^ px2_x1q � px1^x2q_ px1^x2q,
x1 ` x2 � px1 ^ x2q _ px1 ^ x2q � px1 _ x2q ^ px1 _ x2q.

ßê ïðèêëàä òàáëè÷íîãî ñïîñîáó äîâåäåííÿ íàâåäåíèõ ëî-
ãi÷íèõ òîòîæíîñòåé âñòàíîâèìî ñïðàâåäëèâiñòü ïåðøîãî çàêîíó äå
Ìîðãàíà, ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî px1 _ x2q � x1 ^ x2. Äëÿ öüîãî ïîáó-
äó¹ìî íâñòóïíó òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóë px1 _ x2q i x1^ x2,
ùî ðåàëiçóþòü ôóíêöi¨, çíà÷åííÿ ÿêèõ ðîçòàøîâàíi â òðåòüîìó i
øîñòîìó ñòîâï÷èêàõ i îá÷èñëåííÿ ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ ÷åðåç ïîïåðåä-
í¹ ïîñëiäîâíå îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöié, ðåàëiçóþòü ïiäôîðìóëè
ôîðìóë px1 _ x2q è x1 ^ x2.

x1 x2 ‖ x1 _ x2 x1 _ x2 ‖ x1 x2 x1 ^ x2

0 0 ‖ 0 1 ‖ 1 1 1

0 1 ‖ 1 0 ‖ 1 0 0

1 0 ‖ 1 0 ‖ 0 1 0

1 1 ‖ 1 0 ‖ 0 0 0

Ïîðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ â òðåòüîìó i øîñòîìó ñòîâï÷èêàõ öi¹¨
òàáëèöi, îòðèìó¹ìî, ùî px1 _ x2q i x1 ^ x2 ðåàëiçóþòü îäíó é òó
æ ôóíêöiþ. Çíà÷èòü, px1 _ x2q � x1 ^ x2. Áiëüø òîãî, ç òàáëèöü
iñòèííîñòi âèõiäíèõ áóëåâèõ ôóíêöié îòðèìó¹ìî, ùî öþ æ ôóíê-
öiþ òàêîæ ðåàëiçó¹ âèðàç x1 Ó x2. Òîìó äëÿ ñòðiëêè Ïiðñà ìà¹ìî
x1 Ó x2 � px1 _ x2q � x1 ^ x2.

Òàêîæ íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ÿê ïðî-
âîäèòüñÿ äîâåäåííÿ òîòîæíîñòåé çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè ëàíöþæ-
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êà ïåðåòâîðåíü (âèâåäåííÿ) âèõiäíî¨ òîòîæíîñòi ç âèêîðèñòàííÿì
äëÿ äîñÿãíåííÿ áàæàíîãî ðåçóëüòàòó (ÿê ïðàâèëî, îòðèìàííÿ íàé-
êîðîòøî¨ ôîðìóëè) âæå íàÿâíèõ òîòîæíîñòåé (â íàøîìó ïðèêëàäi
â ÿêîñòi îñòàííiõ âèñòóïàòèìóòü äåÿêi òîòîæíîñòi ç (1)�(10)).

ppa_ bq ^ bq Ñ a � xíà ïiäñòàâi (11)y ppa_ bq ^ bq _ a � xíà
ïiäñòàâi (6)y ppa_ bq ^ bq^a � xíà ïiäñòàâi (6)y ppa_ bq_bq^a � xíà
ïiäñòàâi (6)y ppa^ bq_ bq^a � xíà ïiäñòàâi (9)y ppa^ bq_bq^a � xíà
ïiäñòàâi (2)y pb_ pa^ bqq^a � xíà ïiäñòàâi (5)y ppb_ aq^pb_bqq^a �
xíà ïiäñòàâi (10)y ppb_ aq^1q^a � xíà ïiäñòàâi (8)y pb_ aq^a � xíà
ïiäñòàâi (4)y a. (Î÷åâèäíî, ùî ôîðìóëà a ÿâëÿ¹òüñÿ äàëi íåñïðîùó¹-
ìîé, òîáòî ¹ íàéêîðîòøîþ.) Îñòàòî÷íî ìà¹ìî ppa_ bq ^ bq Ñ a � a.

Âèêîðèñòîâóþ÷è áàçîâi òîòîæíîñòi, ìîæíà îòðèìàòè ïðà-
âèëà, ùî ïîëåãøóþòü ÷èòàííÿ ñêëàäíèõ âèðàçiâ. Íàïðèêëàä, íà
ïiäñòàâi àñîöiàòèâíîñòi äèç'þíêöi¨ â äèç'þíêöi¨ ç äåêiëüêîõ ÷ëåíiâ
ìîæíà íå çâåðòàòè óâàãó íà ïîðÿäîê ðîçñòàíîâêè äóæîê ìiæ
äèç'þíêòèâíèìè ÷ëåíàìè; àíàëîãi÷íî ìîæíà ÷èíèòè i äëÿ îïåðà-
öié êîí'þíêöi¨ i äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì äâà, ùî âåäå äî òîãî, ùî
ó íàñ äîïóñêàþòüñÿ çàïèñè x1 ^ x2 ^ . . . ^ xn, x1 _ x2 _ . . . _ xn i
x1 ` x2 ` . . . ` xn. (Ïðè n � 1 êîæíå ç âèðàçiâ òàêîãî ñîðòó ÿâëÿ¹
ñîáîþ éîãî ¹äèíèé ÷ëåí (â íàøîìó âèïàäêó, çìiííó x1). Íà ïiä-
ñòàâi çàêîíiâ êîììóòàòèâíîñòè â êîí'þíêöiÿõ, äèç'þíêöiÿ òà ñóìàõ
çà ìîäóëåì äâà ìîæíà ìiíÿòè ìiñöÿìè ¨õ ÷ëåíè, i öi ïåðåòâîðåííÿ
áóäóòü ïðèâîäèòè äî ôîðìóë, ëîãi÷íî òîòîæíèõ âèõiäíî¨. Çàêîíè
äèñòðèáóòèâíîñòè äîçâîëÿþòü âíîñèòè i âèíîñèòè çíàê êîí'þíêöi¨
ç-ïiä çíàêà äèç'þíêöi¨ i äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì äâà, i òàêèé ñïèñîê
äîñèòü î÷åâèäíèõ ïåðåòâîðåíü, ùî çáåðiãàþòü ëîãi÷íó òîòîæíiñòü,
ìîæå áóòè ëåãêî ïðîäîâæåíèé. Ïîäðîáèöi ìîæíà çíàéòè ó íàÿâíié
ëiòåðàòóði ç áóëåâèõ ôóíêöié, çîêðåìà, ó ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòó-
ðè.

4.5 Ñòàíäàðòíi ïîäàííÿ áóëåâèõ ôóíêöié

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàçó¹ìî, ùî áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ äîâiëü-
íî¨ àðíîñòè ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ äåÿêèõ ç ââå-
äåíèõ âèùå ôóíêöié.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ çâåäåííÿ â ñòåïiíü xδ íàñòóïíèì ÷èíîì
(x � çìiííà). Ïîêëàäåìî xδ � x, ÿêùî δ � 1, xδ � x, ÿêùî δ � 0.
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Òâåðäæåííÿ 4.1 (ïðî ðîçêëàä áóëåâî¨ ôóíêöi¨ ó
äèç'þíêöiþ). Áóäü-ÿêó áóëåâó ôóíêöiþ fpx1, . . . , xnq (n ¥ 1),
âiäìiííó âiä 0, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi gpx1, . . . , xnq ��

xδ1,...,δmypxδ11 ^ . . . ^ xδmm ^ fpδ1, . . . , δm, xm�1, . . . , xnqq, äå
1 ¤ m ¤ n i äèç'þíêöiÿ áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì íàáî-
ðàì xδ1, . . . , δmy, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ òà îäèíèöü. Ïðè öüîìó,
fpx1, . . . , xnq � gpx1, . . . , xnq i ðîçêëàä fpx1, . . . , xnq â äèç'þíêöiþ ¹
¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó äèç'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó gpx1, . . . , xnq
i êîí'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó äèç'þíêöiÿõ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ÿêùî xα1, . . . , αmy �
íàáið ç íóëiâ i îäèíèöü, òî αδ11 ^ . . . ^ αδmm � 1 òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè αi � δi (i � 1, . . . ,m).

Âiçüìåìî äîâiëüíèé íàáið xα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αny ç íóëiâ
i îäèíèöü i ïðèïóñòèìî, ùî fpα1, . . . , αnq � 1. Îñêiëüêè
äèç'þíêöiÿ gpx1, . . . , xnq áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì íàáîðàì
xδ1, . . . , δmy, òî ñåðåä íèõ çíàõîäèòüñÿ i íàáið xα1, . . . , αmy. Òî-
ìó αα1

1 ^ . . . ^ ααm
m ^ fpα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αnq � 1. Îñòàííÿ

êîí'þíêöiÿ ¹ äèç'þíêòèâíèì ÷ëåíîì äèç'þíêöi¨ gpα1, . . . , αnq. Çíà-
÷èòü, gpα1, . . . , αnq � 1.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî fpα1, . . . , αnq � 0. Òîäi
äèç'þíêòèâíèé ÷ëåí αα1

1 ^ . . . ^ ααm
m ^ fpα1, . . . , αm, αm�1, . . . ,

αnq äèç'þíêöi¨ gpα1, . . . , αnq äîðiâíþ¹ 0. Ðåøòà ¨¨ äèç'þíêòèâíèõ
÷ëåíiâ òàêîæ äîðiâíþþòü 0, òàê ÿê ó êîæíîìó íàáîði xδ1, . . . , δmy,
ùî çàäàþòü òàêèé äèç'þíêòèâíèé ÷ëåí, ¹ δi �� αi i, îòæå, α

δi
i � 0,

ùî òÿãíå αδ11 ^ . . . ^ αδmm ^ fpα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αnq � 0.
Çíà÷èòü, gpα1, . . . , αnq � 0.

Ñïîñiá âèçíà÷åííÿ gpx1, . . . , xnq òÿãíå ¹äèíiñòü ðîçêëàäó
fpx1, . . . , xnq ó äèç'þíêöiþ ç âêàçàíîþ òî÷íiñòþ. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Çâåðòà¹ìî óâàãó íà îêðåìèé âèïàäîê öüîãî òâåðäæåííÿ, êî-
ëè fpx1, . . . , xnq ¹ ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà, ÿêà ðiâíà àáî 1, àáî 0.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó, ìè, âèõîäÿ÷è ç òâåðäæåííÿ 4.1, îò-
ðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 1 ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi�

xδ1,...,δmypxδ11 ^ . . .^ xδmm q, äå êîí'þíêöiÿ áåðåòüñÿ ïî âñiëÿêèì íà-
áîðàì xδ1, . . . , δmy, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ i îäèíèöü. Ó äðóãîìó æ
âèïàäêó ó íàñ âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 0 ¨¨ ïðåä-
ñòàâëåííÿ gpx1, . . . , xnq ìà¹ áóòè äèç'þíêöi¹þ ç íóëåâèì ÷èñëîì
ñâî¨õ ÷ëåíiâ. Òîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî çà âèçíà÷åííÿì 0 ïðåäñòàâëÿ¹
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íåîáõiäíå ðîçêëàäàííÿ 0.
ßê íàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4.1 îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàò ïðî ìîæ-

ëèâîñòi ïîäàííÿ áóäü-ÿêî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq, âiäìiííî¨
âiä ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 0, ó âèãëÿäi äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîð-
ìàëüíî¨ ôîðìè (ÄÄÍÔ), ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ ÄÄÍÔ(f), ïiä ÿêîþ ðî-
çóìi¹òüñÿ âèðàç âèãëÿäó

�
xδ1,...,δny

pxδ11 ^ . . . ^ xδnn q, äå äèç'þíêöiÿ
áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì íàáîðàì xδ1, . . . , δny ç íóëiâ i îäèíèöü,
òàêèì, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fpδ1, . . . , δnq � 1. Ùî æ òîðêà¹òü-
ñÿ ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 0, òî ç îãëÿäó íà âèùåñêàçàíå ñèìâîë 0 ¹ ¨¨
ÄÄÍÔ.

Íàñëiäîê 4.1. Áóäü-ÿêó áóëåâó ôóíêöiþ ìîæíà ïîäàòè ó
äîñêîíàëié äèç'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi. Ïðè öüîìó, òàêå ïî-
äàííÿ ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíiâ ó
ÄÄÍÔ i êîí'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó äèç'þíêöiÿõ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî íàñëiäêó ó ðàçi ðîçãëÿäó
ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq, âiäìiííî¨ âiä 0, ó òâåðäæåííi 4.1 äîñòàòíüî
âçÿòè m � n i ñêîðèñòàòèñÿ âèçíà÷åííÿì äèç'þíêöi¨, ùî äîçâîëÿ¹ ç
gpx1, . . . , xnq âèäàëèòè äèç'þíêòèâíi ÷ëåíè, ùî çàäàþòüñÿ íàáîðà-
ìè, íà ÿêèõ fpx1, . . . , xnq ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0.

Ó âèïàäêó, êîëè fpx1, . . . , xnq ¹ ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 0, ïóñòà
äèç'þíêöiÿ, ùî áóëà ïîçíà÷åíà 0, äà¹ ïîòðiáíå. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Ïðè ïåðåõîäi âiä òâåðäæåííÿ 4.1 äî éîãî �äâî¨ñòîãî� ôîðìó-
ëþâàííÿ äëÿ êîí'þíêöi¨ îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 4.2 (ïðî ðîçêëàä áóëåâî¨ ôóíêöi¨ ó
êîí'þíêöiþ). Áóäü-ÿêó áóëåâó ôóíêöiþ fpx1, . . . , xnq (n ¥ 1),
âiäìiííó âiä 0 i 1, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi gpx1, . . . , xnq ��

xδ1,...,δmypx1δ1 _ . . . _ xm
δm_ fpδ1, . . . , δm, xm�1, . . . , xnqq, äå

1 ¤ m ¤ n i êîí'þíêöiÿ áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì íàáî-
ðàì xδ1, . . . , δmy, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ òà îäèíèöü. Ïðè öüîìó,
fpx1, . . . , xnq � gpx1, . . . , xnq i ðîçêëàä fpx1, . . . , xnq ó êîí'þíêöiþ ¹
¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó êîí'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó gpx1, . . . , xnq
i äèç'íêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó êîí'þíêöiÿõ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ÿêùî xα1, . . . , αmy �
íàáið ç íóëiâ i îäèíèöü, òî α1

δ1 _ . . ._ αm
δm � 0 i òîäi òiëüêè òîäi,

êîëè αi � δi (i � 1, . . . ,m).
Âiçüìåìî äîâiëüíèé íàáið xα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αny ç íóëiâ

i îäèíèöü i ïðèïóñòèìî, ùî fpα1, . . . , αnq � 0. Îñêiëüêè
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êîí'þíêöiÿ gpx1, . . . , xnq áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì íàáîðàì
xδ1, . . . , δmy, òî ñåðåä íèõ çíàõîäèòüñÿ i íàáið xα1, . . . , αmy. Òîìó
α1

α1 _ . . . _ αm
αm_ fpα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αnq � 0. Îñòàííÿ

äèç'þíêöiÿ ¹ êîí'þíêòèâíèì ÷ëåíîì êîí'þíêöi¨ gpα1, . . . , αnq. Çíà-
÷èòü, gpα1, . . . , αnq � 0.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî fpα1, . . . , αnq � 1. Òîäi
êîí'þíêòèâíèé ÷ëåí α1

α1_. . ._αmαm_ fpα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αnq
êîí'þíêöi¨ gpα1, . . . , αnq äîðiâíþ¹ 1. Ðåøòà ¨¨ êîí'þêòèâíi ÷ëåíè
òàêîæ äîðiâíþþòü 1, òàê ÿê â êîæíîìó íàáîði xδ1, . . . , δmy, çàäàþòü
êîí'þíêòèâíèé ÷ëåí, ¹ δi �� αi i, îòæå, αiδi � 1, ùî òÿãíå α1

δ1

_ . . . _ αm
δm _ fpα1, . . . , αm, αm�1, . . . , αnq � 1. Çíà÷èòü,

gpα1, . . . , αnq � 1.
Ñïîñiá âèçíà÷åííÿ gpx1, . . . , xnq òÿãíå ¹äèíiñòü ðîçêëàäàííÿ

fpx1, . . . , xnq â êîí'þíêöiþ ç âêàçàíîþ òî÷íiñòþ. Êiíåöü äîâåäåííÿ.
Çâåðòà¹ìî óâàãó íà îêðåìèé âèïàäîê öüîãî òâåðäæåííÿ, êî-

ëè fpx1, . . . , xnq ¹ ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà, ÿêà ðiâíà àáî 1, àáî 0.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó, ìè, âèõîäÿ÷è ç òâåðäæåííÿ 4.2, îò-

ðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 0 ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi�
xδ1,...,δmypx1δ1_. . ._xmδmq, äå êîí'þíêöiÿ áåðåòüñÿ ïî âñiëÿêèì íà-

áîðàì xδ1, . . . , δmy, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íóëiâ i îäèíèöü. Ó äðóãîìó æ
âèïàäêó ó íàñ âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 1 ¨¨ ïðåäñòàâ-
ëåííÿ gpx1, . . . , xnq ìà¹ áóòè êîí'þíêöi¹þ ç íóëåâèì ÷èñëîì ñâî¨õ
÷ëåíiâ. Òîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî çà âèçíà÷åííÿì 1 ïðåäñòàâëÿ¹ íåîá-

õiäíå ðîçêëàäàííÿ 1.
ßê íàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4.2 îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàò ïðî ìîæ-

ëèâîñòi ïîäàííÿ áóäü-ÿêî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq, âiäìiííî¨
âiä ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 1, ó âèãëÿäi äîñêîíàëî¨ êîí'þíêòèâíî¨ íîð-
ìàëüíî¨ ôîðìè (ÄÊÍÔ), ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ ÄÊÍÔ(f), ïiä ÿêîþ ðî-
çóìi¹òüñÿ âèðàç âèãëÿäó

�
xδ1,...,δny

px1δ1 _ . . ._xnδnq, äå äèç'þíêöiÿ
áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì íàáîðàì xδ1, . . . , δny ç íóëiâ i îäèíèöü,
òàêèì, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fpδ1, . . . , δnq � 1. Ùî æ òîðêà¹òü-
ñÿ ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 1, òî ç îãëÿäó íà âèùåñêàçàíå ñèìâîë 1 ¹ ¨¨
ÄÊÍÔ.

Íàñëiäîê 4.2. Áóäü-ÿêó áóëåâó ôóíêöiþ ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi äîñêîíàëî¨ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíié ôîðìi. Ïðè öüîìó,
òàê¹ ïðåäñòàëåííÿ ¹ ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó êîí'þíêòèâíèõ
÷ëåíiâ ó ÄÊÍÔ i äèç'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó êîí'þíêöiÿõ.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî íàñëiäêó ó ðàçi ðîçãëÿäó
ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xnq, âiäìiííî¨ âiä 1, ó òâåðäæåííi 4.1 äîñòàòíüî
âçÿòè m � n i ñêîðèñòàòèñÿ âèçíà÷åííÿì êîí'þíêöi¨, ùî äîçâîëÿ¹ ç
gpx1, . . . , xnq âèäàëèòè êîí'þíêòèâíi ÷ëåíè, ùî çàäàþòüñÿ íàáîðà-
ìè, íà ÿêèõ fpx1, . . . , xnq ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1.

Ó âèïàäêó, êîëè fpx1, . . . , xnq ¹ ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 1, ïóñòà
êîí'þíêöiÿ, ùî áóëà ïîçíà÷åíà 1, äà¹ ïîòðiáíå. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Âèùåñêàçàíå ïîêàçó¹, ùî áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ ìîæå áó-
òè ïîäàíà ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨ i çàïåðå÷åí-
íÿ, òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, âîíà ìîæå áóòè âèðàæåíà (ïîäàíà) ó

ñèãíàòóði t^,_,�u (� ïîçíà÷à¹ çàïåðå÷åííÿ).
Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî ÿêùî ìè ââàæà¹ìî, ùî äèç'þíêöiÿ

i êîí'þíêöiÿ ç íóëüîâèìè ÷èñëàìè ñâî¨õ ÷ëåíiâ òàêîæ âèìàãàþòü
òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ, òî 0 i 1 ïîâèííi áóòè äîäàíi â ñèãíàòóðó
t^,_,�u.

Ïîíÿòòÿ äîñêîíàëèõ äèç'þíêòèâíî¨ i êîíúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíèõ ôîðì äàþòü ïðîñòèé ñïîñiá ïîäàííÿ áóäü-ÿêî¨ áóëåâî¨
ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi âèðàçó (ôîðìóëè) ó ñèãíàòóði t^,_,�u, ÿêùî
ó íàñ ¹ òàáëèöÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨.

Ùîá îòðèìàòè äîñêîíàëó äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíó ôîð-

ìó, òðåáà âçÿòè âñå íàáîðè, íà ÿêèõ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 1 i
çàïèñàòè äëÿ êîæíîãî ç íèõ êîí'þíêöiþ çìiííèõ òà ¨õ çàïåðå÷åíü.
ßêùî â íàáîði çíà÷åííÿ çìiííî¨ ¹ 0, òî çìiííó òðåáà âçÿòè ç çàïå-
ðå÷åííÿì, ÿêùî 1, òî áåç çàïåðå÷åííÿ. Ç îäåðæàíèõ êîíúþíêöèé
çìiííèõ òà çàïåðå÷åíü çìiííèõ òðåáà ïîáóäóâàòè äèç'þíêöiþ.

Ùîá îòðèìàòè äîñêîíàëó êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíó ôîð-

ìó, òðåáà âçÿòè âñå íàáîðè, íà ÿêèõ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 0
i çàïèñàòè äëÿ êîæíîãî ç íèõ äèç'þíêöiþ çìiííèõ i ¨õ çàïåðå÷åíü.
ßêùî â íàáîði çíà÷åííÿ çìiííî¨ ¹ 0, òî çìiííó òðåáà âçÿòè áåç çà-
ïåðå÷åííÿ, ÿêùî 1, òî ç çàïåðå÷åííÿì. Ç îäåðæàíèõ äèçúþíêöèé
çìiííèõ òà çàïåðå÷åíü çìiííèõ òðåáà ïîáóäóâàòè êîí'þíêöiþ.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó ïîáóäó¹ìî ÄÄÍÔ i ÄÊÍÔ ôóíêöi¨
fpx, y, zq, òàáëè÷íî çàäàíî¨ íàñòóïíèì ÷èíîì: âîíà ïðèéìà¹ çíà-
÷åííÿ 1 íà íàáîðàõ (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0) i (1,1,1) i çíà÷åííÿ 0 â
iíøèõ âèïàäêàõ:

ÄÄÍÔ(fpx, y, zq)� px^y^zq_px^y^zq_px^y^zq_px^y^zq,
ÄÊÍÔ(fpx, y, zq)� px_y_zq^px_y_zq^px_y_zq^px_y_zq.
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4.6 Ìiíiìiçàöiÿ áóëåâèõ ôóíêöié

ßêùî çâåðíóòèñÿ äî ùîéíî ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ ÄÄÍÔ
(f�px, y, zq) i ÄÊÍÔ(f�px, y, zq), òî ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî áóëåâi âè-
ðàçè px^yq_px^y^zq_px^y^zq_px^y^zq i px_yq^px_y_zq
ðåàëiçóþòü òó æ ôóíêöiþ f�px, y, zq, àëå ìiñòÿòü ìåíøå ÷èñëî ñèì-
âîëiâ â ñâî¨õ çàïèñàõ, íiæ ÄÄÍÔ (f�px, y, zq) i ÄÊÍÔ(f�px, y, zq).
Öå ïðèçâîäèòü äî òàê çâàíî¨ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ áóëåâèõ ôóíêöié,
ÿêà ïîëÿãà¹, â êîíòåêñòi äàíîãî ðîçãëÿäó, ó âèâ÷åííi ïiäõîäiâ äî
ïîáóäîâè �íàéêîðîòøèõ � ïðåäñòàâëåíü çàäàíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ ó
âèãëÿäi áóëåâèõ âèðàçiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç çìiííèõ i çíàêiâ áóëåâèõ
îïåðàöié äèç'þíêöi¨, êîí'þíêöi¨ i çàïåðå÷åííÿ. �¨ ìè òóò äîêëàäíî
âèâ÷àòè íå áóäåìî, à çóïèíèìîñÿ íà ¨¨ îñíîâíèõ ïîëîæåííÿõ i ïå-
ðåëiêó äåÿêèõ ñïîñîáiâ ¨¨ âèðiøåííÿ, çàóâàæèâøè, ùî âîíà âèíèê-
ëà â åëåêòðè÷íî¨ òà êîìï'þòåðíî¨ iíæåíåði¨, äå ìiíiìiçàöiÿ àêòèâíî
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ çìåíøåííÿ åëåêòðîííèõ êîìïîíåíòiâ â ïåðå-
ìèêàëüíèõ ñõåìàõ i êîìï'þòåðíèõ ïðèñòðîÿõ.

Ââåäåìî äåÿêó òåðìiíîëîãiþ.
ßêùî x � çìiííà, òî ÿê ñàìà çìiííà x, òàê i ¨¨ ëîãi÷íå çàïå-

ðå÷åííÿ x íàçèâàþòüñÿ ëiòåðàìè.
Âèðàç âèäó u1^. . .^un (u1_. . ._un), äå u1, . . . , un � ëiòå-

ðè, íàçèâà¹òüñÿ êîí'þíêòîì, àáî êîí'þíêöi¹þ (äèç'þíêòîì, àáî
äèç'þíêöi¹þ).

Êîí'þíêò u1^. . .^un (äèç'þíêò u1_. . ._un), ïîáóäîâàíèé ç
âèêîðèñòàííÿì âñiõ çìiííèõ x1, . . . , xm àáî äåÿêèõ ç íèõ, íàçè-
âà¹òüñÿ êîí'þíêòèâíîþ iìïëiêàíòîþ (äèç'þíêòèâíîþ iìïëiêàí-

òîþ) áóëåâî¨ ôóíêöi¨ fpx1, . . . , xmq òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ç òîãî,
ùî íà äåÿêîìó íàáîði áóëåâèõ çíà÷åíü çìiííèõ x1, . . . , xm êîí'þíêò
u1^. . .^un (äèç'þíêò u1_. . ._un) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ, ðiâíå 1 (ðiâíå
0), âèïëèâà¹, ùî i ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xmq íà öüîìó æ íàáîði çìiííèõ
x1, . . . , xm ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ, ðiâíå 1 (çíà÷åííÿ, ðiâíå 0).

Î÷åâèäíî, ùî äèç'þíêöiÿ (êîí'þíêöiÿ) áóäü-ÿêîãî ÷èñëà
êîí'þíêòèâíèõ (äèç'þíêòèâíèõ) iìïëiêàíò áóëåâî¨ ôóíêöi¨ ïîâî-
äèòüñÿ ÿê êîí'þíêòèâíà (äèç'þíêòèâíà) iìïëiêàíòà öi¹¨ ôóíêöi¨.

Íåõàé u1,1, . . . , u1,n1
, . . . um,1, . . . , um,nm

� ëiòåðè. Òîäi âè-
ðàç pu1,1^. . .^u1,n1q _ . . ._ pum,1^ . . .^um,nmq ((u1,1_ . . ._u1,n1q
^ . . .^ pum,1 _ . . . _um,nm

q) íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòèâíié íîðìàëü-
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íîþ ôîðìîþ, ÄÍÔ (êîí'þíêòèâíîé íîðìàëüíîþ ôîðìîþ, ÊÍÔ).
Ç öüîãî âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ÄÄÍÔ i ÄÊÍÔ âiäíîñÿ-

òüñÿ äî êëàñó ÄÍÔ i ÊÍÔ.
Êîí'þíêòèâíà (äèç'þíêòèâíà) iìïëiêàíòà áóëåâî¨ ôóíê-

öi¨ íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèé, ÿêùî íiÿêà ¨¨ âëàñíà ÷àñòèíà íå ¹
êîí'þíêòèâíîé (äèç'þíêòèâíîé) iìïëiêàíòîé öi¹¨ ôóíêöi¨.

ÄÍÔ (ÊÍÔ) áóëåâî¨ ôóíêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ñêîðî÷åíîþ ÄÍÔ
(ñêîðî÷åíîþ ÊÍÔ), ÿêùî i òiëüêè ÿêùî öÿ ÄÍÔ (ÊÍÔ) ñêëàäà¹òü-
ñÿ ç óñiõ ïðîñòèõ êîí'þíêòèâíèõ (äèç'þíêòèâíèõ) iìïëiêàíò ðîç-
ãëÿäà¹ìî¨ ôóíêöi¨ i òiëüêè ¨õ.

ßêùî êîí'þíêòèâíà (äèç'þíêòèâíà) iìïëiêàíòà áóëåâî¨
ôóíêöi¨ ¹ êîí'þíêò ç ¨¨ ÄÄÍÔ (äèç'þíêò ç ¨¨ ÄÊÍÔ), òî öåé
êîí'þíêò (äèç'þíêò) íàçèâà¹òüñÿ êîí'þíêòèâíîþ êîíñòèòó¹íòîþ

1 (äèç'þíêòèâíiþ êîíñòèòó¹íòîþ 0) ðîçãëÿäà¹ìî¨ ôóíêöi¨.
Çíà÷èòü, ÄÄÍÔ (ÄÊÍÔ) áóëåâî¨ ôóíêöi¨ ÿâëÿ¹ ñîáîþ

äèç'þíêöiþ (êîí'þíêöiþ) âñiõ ¨¨ êîí'þíêòèâíèõ êîíñòèòó¹íò

1 (äèç'þíêòèâíèõ êîíñòèòó¹íò 0). Òîìó, âèêðåñëþþ÷è â
êîí'þíêòèâíèõ (äèç'þíêòèâíèõ) êîíñòèòó¹íòàõ ÄÄÍÔ (ÄÊÍÔ)
ðîçãëÿäà¹ìî¨ ôóíêöi¨ ëiòåðè äî òèõ ïið, ïîêè öi êîíñòèòó¹íòè
íå ïåðåòâîðÿòüñÿ â ¨¨ ïðîñòi êîí'þíêòèâíi iìïëiêàíòè 1 (ïðîñòi
äèç'þíêòèâíi iìïëiêàíòè 0), i âèäàëÿþ÷è ïîòiì â îòðèìàíîìó ðå-
çóëüòàòi ïîâòîðþâàíi ïðîñòi iìïëiêàíòè, ÿêùî òàêi ¹, ìè íà ïiäñòàâi
íàñëiäêiâ 4.1 i 4.2 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 4.3. Áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïî-
äàíà â âèãëÿäi ñêîðî÷åíî¨ ÄÍÔ (ñêîðî÷åíî¨ ÊÍÔ).

ßê ïðàâèëî, ñêîðî÷åíà ÄÍÔ (ñêîðî÷åíà ÊÍÔ) áóëåâî¨
ôóíêöi¨ ¹ êîðîòøîþ, íiæ ¨¨ ÄÄÍÔ (ÄÊÍÔ). Íàïðèêëàä, ÄÍÔ i
ÊÍÔ, íàâåäåíi íà ïî÷àòêó öüîãî ðîçäiëó äëÿ ôóíêöi¨ f�px, y, zq,
âèêðåñëþâàííÿì â íèõ ëiòåð ìîæóòü áóòè ïåðåòâîðåíi â âèðàçè
py^zq_px^zq_px^yq i px_yq^px_zq^py_zq, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ
ñêîðî÷åíi ÄÍÔ i ÊÍÔ äëÿ f�px, y, zq i ÿâëÿþòüñÿ áiëüø êîðîòêèìè,
íiæ ¨¨ ÄÄÍÔ i ÄÊÍÔ. Òîìó õîòiëîñÿ á ìàòè ïåâíèé ìåòîä ïîáóäîâè
ñêîðî÷åíèõ ÄÍÔ i ÊÍÔ ç íàÿâíèõ ÄÄÍÔ i ÄÊÍÔ, äiþ÷èé áiëüø
îïòèìàëüíî, íiæ ïîâíèé ïåðåáið âñiëÿêèõ êîíñòèòó¹íò ç âèêðåñëþ-
âàííÿì â íèõ �çàéâèõ� ëiòåð ç ïîäàëüøîþ ïåðåâiðêîþ îòðèìàíèõ
êîí'þíêòiâ (äèç'þíêòiâ) íà ïðåäìåò âèêîíàííÿ äëÿ íèõ óìîâè �áó-
òè ïðîñòèìè êîí'þíêòèâíèìè (äèç'þíêòèâíèìè) iìïëiêàíòàìè�.
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Òàêi ìåòîäè áóëè ðîçâèíåíi íèçêîþ äîñëiäíèêiâ i ñåðåä íèõ
íàéáiëüø âiäîìèìè ¹ ìåòîä Êóàéíà, ìåòîä Êóàéíà�Ìàê-Êëàñêi, ìå-
òîä Áëåéêà�Ïîðåöêîãî, ìåòîä äiàãðàì Âåé÷à, ìåòîä Ïåòðèêà. Â
ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ ¨õ çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿíåìî ìåòîä Êóàéíà äëÿ
âèïàäêó ÄÄÍÔ (óâàæíèé ÷èòà÷ ëåãêî ïåðåíåñå éîãî íà �äâî¨ñòèé�
âèïàäîê ÄÊÍÔ.)

Ìåòîä Êóàéíà ìiñòèòü äâà ïðàâèëà ïåðåòâîðåííÿ ÄÍÔ, à
ñàìå: ïåðåòâîðåííÿ çà ïðàâèëîì ñêëåþâàííÿ i ïåðåòâîðåííÿ çà ïðà-
âèëîì ïîãëèíàííÿ. (Çàóâàæèìî, ùî âèðàçè, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó
ôîðìóëþâàííi ïðàâèë, ðîçãëÿäàþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè
¨õ êîí'þíêòèâíèõ i äèç'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ.)

Ïðàâèëî ñêëåþâàííÿ: Ó ÄÍÔ âèãëÿäó D _ pu ^ Cq _ D1 _
pru ^ C ^ C 1q _ D2 ñëiä äèç'þíêòèâíî äîäàòè êîí'þíêò C ^ C 1.
Òîáòî ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà ñêëåéêè äî âèõiäíî¨ ÄÍÔ
¹ (íîâà) ÄÍÔ pC ^ C 1q _ D _ pu ^ Cq _ D1 _ pru ^ C ^ C 1q _ D2.
(Òóò C i C 1 � (ìîæëèâî, ïóñòi) êîí'þíêòè, D, D1 i D2 � (ìîæëèâî,
ïóñòi) ÄÍÔ, à u i ru � òàêi ëiòåðè, ùî ÿêùî u � çìiííà x, òî ru ¹ x,
i íàâïàêè, ÿêùî u ¹ x, òî ru ¹ çìiííà x.)

Ïðàâèëî ïîãëèíàííÿ: Ç ÄÍÔ D_C_D1_pC^C 1q_D2 ñëiä

âèêðåñëèòè êîí'þíêò C ^ C 1 (C ïîãëèíà¹ C ^ C 1). Òîáòî ðåçóëü-
òàòîì çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà ïîãëèíàííÿ ¹ ÄÍÔ D _ C _D1 _D2.

Ìåòîä Êóàéíà ñêëàäà¹òüñÿ â çàñòîñóâàííi ïðàâèë ñêëåéêè
i ïîãëèíàííÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî âèõiäíî¨ ÄÄÍÔ i
ïîòiì äî ïîñëiäîâíî îäåðæó¹ìèõ ðåçóëüòàòiâ äî òèõ ïið, ïîêè âî-
íè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ç ïîðîäæåííÿ íîâèõ ÄÍÔ. Ïðè öüî-
ìó ÄÍÔ, ïîðîäæåíà îñòàííié, ¹ øóêàíîþ ñêîðî÷åíîþ ÄÍÔ äëÿ

âèõiäíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨, ïîäàíî¨ ó âèãëÿäi ÄÄÍÔ. Äîâåäåííÿ öüî-
ãî ðåçóëüòàòó òóò îïóùåíî, àëå éîãî ëåãêî çíàéòè â ëiòåðàòóði ïî
ìåòîäàì ìiíiìiçàöi¨ áóëåâèõ ôóíêöié.

Â ïðèíöèïi, â ìåòîäi Êóàéíà ìîæíà íå íàêëàäàòè íiÿêèõ îá-
ìåæåíü íà ïîðÿäîê çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë ñêëåéêè i ïîãëèíàííÿ �
ðåçóëüòàò áóäå îäíèì i òèì æå ïðè áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó ¨õ çàñòîñó-
âàíü. Àëå íà ïðàêòèöi çàçâè÷àé ðåàëiçó¹òüñÿ òàê çâàíà ïðîöåäóðà

íàñè÷åííÿ ðiâíiâ:
1. ÄÄÍÔ, ùî ïîáóäîâàíà äëÿ çàäàíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨, îãî-

ëîøó¹òüñÿ ÄÍÔ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
2. ßêùî äî äàíî¨ ÄÍÔ íå çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðàâèëî ñêëåþâàí-
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íÿ, òî öÿ ÄÍÔ îãîëîøó¹òüñÿ øóêàíîþ ñêîðî÷åíîþ ÄÍÔ. Â iíøîìó
âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ ïóíêò 3 (íàñè÷åííÿ íàñòóïíîãî ðiâíÿ).

3. Ïðàâèëî ñêëåþâàííÿ ñïî÷àòêó çàñòîñîâó¹òüñÿ äî äàíî¨
ÄÍÔ, à ïîòiì � äî ïîñëiäîâíî ïîðîäæó¹ìèõ ðåçóëüòàòiâ (âèñíîâîê
ïðàâèëà) ç òàêèì îáìåæåííÿì íà éîãî çàñòîñóâàííÿ: êîí'þíêòè,
ùî äîäàþòüñÿ â ÄÍÔ, íå ìàþòü ïðàâà áðàòè ó÷àñòü â ïîäàëüøèõ çà-
ñòîñóâàííÿõ ïðàâèëà ñêëåéêè íà öüîìó ðiâíi; òàêîæ ðîáèòüñÿ çàáî-
ðîíà íà çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà ñêëåþâàííÿ, îáèäâà êîí'þíêòè ÿêîãî
(u^C i ru^C^C 1) âæå áðàëè ó÷àñòü â çàñòîñóâàííÿõ íà áiëüø ðàí-
íiõ ðiâíÿõ. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ âñiëÿêèõ äîçâîëåíèõ çàñòîñóâàíü ïðà-
âèëà ñêëåéêè íà ïîòî÷íîìó ðiâíi âèêîíóþòüñÿ âñiëÿêi çàñòîñóâàí-
íÿ ïðàâèëà ñêîðî÷åííÿ, îñòàòî÷íî îòðèìàíà ÄÍÔ îãîëîøó¹òüñÿ

ðîçãëÿäà¹ìîþ i ðîáèòüñÿ ïåðåõiä íà 2.
ßêùî ìè çàñòîñó¹ìî ìåòîä Êóàéíà äëÿ ìiíiìiçàöi¨

ÄÄÍÔ(f�px, y, zq), òî îòðèìà¹ìî òàêó ñêîðî÷åíó ÄÍÔ: px ^ yq _
py ^ zq _ px ^ yq _ px ^ zq. Çäà¹òüñÿ, ùî ìè äîñÿãëè ìåòè � äëÿ
f�px, y, zq ïîáóäóâàëè ÄÍÔ ç ìiíiìàëüíèõ ÷èñëîì ëiòåð. Àëå âèÿâ-
ëÿ¹òüñÿ, ùî öå íå òàê. ßêùî ç öi¹¨ ñêîðî÷åíîþ ÄÍÔ âèäàëèòè äðóãó
ïðîñòó (êîí'þíêòèâíó) iìïëiêàíòó, òî ÄÍÔ px^yq_px^yq_px^zq
áóäå ïðèéìàòè òi æ ñàìi çíà÷åííÿ, ùî i ôóíêöiÿ f�px, y, zq, à íiÿêà
(äèç'þíêòèâíà) ÷àñòèíà öi¹¨ ÄÍÔ öi¹þ âëàñòèâiñòþ âæå âîëîäiòè
íå áóäå. Òîáòî ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ îñòàòî÷íîãî âèðiøåííÿ äàíî¨
çàâäàííÿ ìiíiìiçàöi¨ ÄÄÍÔ íàì â ïîáóäîâàíié äëÿ íå¨ ñêîðî÷åíî¨
ÄÍÔ íåîáõiäíî ïåðåáðàòè âñiëÿêi ñïîñîáè äèç'þíêòèâíîãî êîìái-
íóâàííÿ ¨¨ ïðîñòèõ iìïëiêàíò i âèáðàòè òàêó êîìáiíàöiþ, ÿêà äà¹
ÄÍÔ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè.

Êàæóòü, ùî ÄÍÔ, ùî ðåàëiçó¹ áóëåâó ôóíêöiþ fpx1, . . . , xnq,
¹ ìiíiìàëüíîþ ÄÍÔ äëÿ fpx1, . . . , xnq òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîñòèõ êîí'þíêòèâíèõ iìïëiêàíò ôóíêöi¨
fpx1, . . . , xnq, i âèêèäàííÿ áóäü-ÿêèé ïðîñòèé êîí'þíêòèâíî¨ iìïëi-
êàíòè ç öi¹¨ ÄÍÔ ïðèçâîäèòü äî ÄÍÔ, âæå íå çäàòíî¨ ðåàëiçóâàòè
fpx1, . . . , xnq.

Âèùå ìè âæå ïîáóäóâàëè ìiíiìàëüíó ÄÍÔ äëÿ f�px, y, zq,
àëå ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî px^yq_px^yq_px^zq òàêîæ ¹ ìiíiìàëü-
íîþ ÄÍÔ äëÿ f�px, y, zq. Òîáòî ìiíiìàëüíèõ ÄÍÔ äëÿ ðîçãëÿäà¹ìî¨
ôóíêöi¨ ìîæå áóòè äåêiëüêà.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà äëÿ ïîáóäîâè ìiíiìàëüíèõ ÄÍÔ
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çàìiíèòè ïîâíèé ïåðåáið ïðîñòèõ iìïëiêàíò ÿêèé-íåáóäü ðîçóìíîþ
ïðîöåäóðîþ, ùî äîçâîëÿ¹ ó ÿêîìóñü ñåíñi îïòèìàëüíî ïîðîäæóâàòè
âñi ìiíiìàëüíi ÄÍÔ çà íàÿâíîþ ñêîðî÷åíîþ ÄÍÔ? Âiäïîâiäü ïîçè-
òèâíà. Íàïðèêëàä, Ó. Êóàéí äëÿ öi¹¨ ìåòè ïîðÿä iç ùîéíî îïèñàíèì
ìåòîäîì ïîáóäîâè ñêîðî÷åíîþ ÄÍÔ ðîçðîáèâ i òàê çâàíèé òàáëè÷-
íèé ìåòîä Êóàéíà ïåðåõîäó âiä ñêîðî÷åíî¨ ÄÍÔ äî ìiíiìàëüíî¨
ÄÍÔ.

Ðåçþìóþ÷è ñêàçàíå âèùå, ìè îòðèìó¹ìî, ùî áóäü-ÿêà áóëå-
âà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïîäàíà â âèãëÿäi ìiíiìàëüíî¨ ÄÍÔ, ïðè-

÷îìó, òàêèõ ïðåäñòàâëåíü ìîæå áóòè äåêiëüêà; iñíóþòü ìåòîäè

äîñèòü îïòèìàëüíîãî ïîáóäîâè ìiíiìàëüíèõ ÄÍÔ.

Âñå ùî áóëî âèùå ñêàçàíî ïðî ñïîñîáè ïîáóäîâè ñêîðî÷å-
íî¨ ÄÍÔ i ìiíiìàëüíî¨ ÄÍÔ çà íàÿâíîþ ÄÄÍÔ äëÿ äàíî¨ ôóíê-
öi¨ �äâî¨ñòèì ÷èíîì� ïåðåíîñèòüñÿ íà ñïîñîáè ïîáóäîâè çà íàÿâ-
íîþ ÄÊÍÔ ñêîðî÷åíî¨ ÊÍÔ i ìiíiìàëüíî¨ ÊÍÔ (ïiñëÿ ââåäåííÿ
�äâî¨ñòîãî� âèçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ ÊÍÔ). Òàê, äëÿ f�px, y, zq i ¨¨
ÄÊÍÔ(f�px, y, zq) � px _ y _ zq ^ px _ y _ zq ^ px _ y _ zq îòðè-
ìó¹ìî, ùî iñíó¹ ¹äèíà äëÿ f�px, y, zq ñêîðî÷åíà ÊÍÔ, ÿêà ðiâíà
px _ yq ^ px _ y _ zq. Àíàëiç öi¹¨ ÊÍÔ, ïðîâåäåíèé çà äîïîìîãîþ
òàáëè÷íîãî ìåòîäó Êóàéíà â éîãî äâî¨ñòîìó ôîðìóëþâàííi, ïðè-
çâîäèòü äî òîãî, ùî ìiíiìàëüíà ÊÍÔ äëÿ f�px, y, zq çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨
ñêîðî÷åíîþ ÊÍÔ i öÿ ìiíiìàëüíà ÊÍÔ ¹äèíà.

Ó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ òåîði¨ ìiíiìiçàöi¨ áóëåâèõ
ôóíêöié ÷àñòî ïîòðiáíî ïîäàòè ðîçãëÿäà¹ìó áóëåâó ôóíêöiþ â

íàéêîðîòøié (áåç óðàõóâàííÿ äóæîê) ôîðìi ñåðåä óñiõ ¨¨ ìîæëè-

âèõ çàïèñiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç áóëåâèõ çìiííèõ i çíàêiâ áóëåâèõ

îïåðàöié �,_ i ^, íàâiòü âiäìîâëÿþ÷èñü âiä îáîâ'ÿçêîâîãî ïîäàí-

íÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ÄÍÔ àáî ÊÍÔ. Òàêà íàéêîðîòøà çàïèñ
íàçèâà¹òüñÿ òóïèêîâîþ (òîáòî äàëi íå �ñïðîùó¹ìîþ�) ôîðìîþ ðîç-
ãëÿäà¹ìî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨, ùî ïðèçâîäèòü äî çàäà÷i ïîáóäîâè òó-

ïèêîâî¨ ôîðìè çàäàíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨.
Î÷åâèäíî, ùî òóïèêîâà ôîðìà áóäü-áóëåâî¨ ôóíêöi¨ íå ìîæå

ìiñòèòè áiëüøå ñèìâîëiâ, íiæ ¨õ ìiñòÿòü ¨¨ ìiíiìàëüíi ÄÍÔ i ÊÍÔ.
Òîìó ïðè ïåðøîìó ïîãëÿäi çäà¹òüñÿ, ùî ñàìå ÿêàñü iç ìiíiìàëü-
íèõ ÄÍÔ i ÊÍÔ i áóäå íåîáõiäíî¨ òóïèêîâî¨ ôîðìîþ. Íàïðèêëàä,
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïîáóäîâàíà âèùå ìiíiìàëüíà ÊÍÔ(f�px, y, zq)
¹ òóïèêîâî¨ ôîðìîþ äëÿ f�px, y, zq, äîâæèíà çàïèñó ÿêî¨ äîðiâíþ¹
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11 (â òîé ÷àñ, ÿê äîâæèíà ïîáóäîâàíî¨ ìiíiìàëüíî ÄÍÔ(f�px, y, zq)
äîðiâíþ¹ 18), i öÿ òóïèêîâà ôîðìà ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâ-
êè ¨¨ êîí'þíêòèâíèõ i äèç'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ.

Àëå ÿêùî ðîçãëÿíóòè áóëåâó ôóíêöiþ f��px, y, zq, ÿêà ïðèé-
ìà¹ çíà÷åííÿ 1 íà íàáîðàõ p0, 0, 0q, p0, 0, 1q, p0, 1, 1q i p1, 0, 1q i
çíà÷åííÿ 0 â iíøèõ âèïàäêàõ, òî âîíà ìà¹ òàêi ÄÍÔ i ÊÍÔ:
px^yq_px^zq_py^zq (ñêîðî÷åíà ÄÍÔ) è py_zq^px_zq^px_yq
(ñêîðî÷åíà ÊÍÔ).

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî öi ñêîðî÷åíi ÄÍÔ i ÊÍÔ îäíî÷àñ-

íî¨ ¹ i ìiíiìàëüíèìè ÄÍÔ i ÊÍÔ äëÿ f��px, y, zq i ùî ¨õ äî-
âæèíè çáiãàþòüñÿ i äîðiâíþþòü 15 ñèìâîëàì. Àëå âîíè íå ìî-

æóòü áóòè òóïèêîâèìè, îñêiëüêè åêâiâàëåíòíèìè ëîãi÷íèìè ïå-
ðåòâîðåííÿìè ìiíiìàëüíà ÄÍÔ ëåãêî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ôîðìóëó
px_ yq _ ppx^ yq ^ zq, ÿêà ìiñòèòü 11 ñèìâîëiâ i ÿêà, ÿê ìîæíà
ïîêàçàòè, ¹ òóïèêîâîþ.

Öÿ òóïèêîâà ôîðìà íå ¹äèíà. Iíøèé ¹ ôîðìóëà
px^ yq ^ ppx_ yq _ zq, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè åêâiâàëåíòíèìè
ëîãi÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ç ìiíiìàëüíî¨ ÊÍÔ.

Íà æàëü, ïîêè âiäñóòíi õîðîøi ðåêîìåíäàöi¨, ÿê ìîæíà îïòè-
ìàëüíî áóäóâàòè òóïèêîâi ôîðìóëè (íàïðèêëàä, â ñòèëi ìåòîäó Êó-
àéíà), i äîâîäèòüñÿ ïîêëàäàòèñÿ àáî íà ïîðîäæåííÿ âñiëÿêèõ áóëå-
âèõ âèðàçiâ, äîâæèíà ÿêèõ ñòàíîâèòü ìåíøå ìiíiìóìó äîâæèí ìiíi-
ìàëüíèõ ÄÍÔ i ÊÍÔ, ç ïîäàëüøîþ ¨õ ïåðåâiðêîþ íà âëàñòèâiñòü
�áóòè òóïèêîâîþ ôîðìîþ�, àáî íà âèêîðèñòàííÿ òåõíiêè ïðîâåäåí-
íÿ åêâiâàëåíòíèõ ëîãi÷íèõ ïåðåòâîðåíü, ñïðÿìîâàíî¨ íà �çãîðòàííÿ�
ìiíiìàëüíèõ ÄÍÔ i ÊÍÔ äî òóïèêîâèõ ôîðì.

4.7 Ïîëiíîìè Æåãàëêèíà

Áóäü-ÿêó áóëåâó ôóíêöiþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè òàêîæ ó âèãëÿäi òàê
çâàíîãî ïîëiíîìà Æåãàëêèíà.

Ðîçãëÿíåìî êîí'þíêöi¨ âèãëÿäó xi,1^ . . .^xi,ki , äå äëÿ êîæ-
íîãî i âñi çìiííi xi,1, . . . , xi,ki ïîïàðíî ðiçíi, ki ¥ 0.

Ïðè ki � 1 ìè ìà¹ìî êîí'þíêöi¨ äîâæèíè 1, òîáòî ïðîñòî
çìiííi. ßê öå ãîâîðèëîñÿ âèùå, ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 1 ìîæå ðîçãëÿ-
äàòèñÿ ÿê ïóñòà êîí'þíêöiÿ (òîáòî ÿê êîí'þíêöiÿ ç íóëüîâèì ÷èñ-
ëîì êîí'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ). Òîìó íèæ÷å ââàæà¹òüñÿ, ùî 1 ¹ ïîëi-
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íîìîì Æåãàëêèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ¹äèíî¨ ïóñòî¨ êîí'þíêöi¨.
Ïîëiíîìîì Æåãàëêiíà íàçèâà¹òüñÿ áóëåâ âèðàç â ñèãíàòóði

t1,^,`u, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äîâiëüíîãî ÷èñëà êîí'þíêöié çàçíà÷å-
íîãî âèùå âèäó (âêëþ÷àþ÷è âèïàäîê 1), ç'¹äíàíèõ çíàêîì îïå-
ðàöi¨ äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì äâà, i ÿêèé íå ìiñòèòü ïîâòîðþâàíèõ
êîí'þíêöié (òàê çâàíèõ äîäàíêiâ), ðîçãëÿäà¹ìèõ ç òî÷íiñòþ äî ïî-
ðÿäêó çàïèñó çìiííèõ â íèõ.

Òîáòî ïîëiíîì Æåãàëêèíà ¹ âèðàç âèãëÿäó
px1,1 ^ . . . ^ x1,k1q ` . . . ` pxn,1 ^ . . . ^ xn,knq (n ¥ 0 è ki ¥ 0)
ç çàçíà÷åíèìè âèùå îáìåæåííÿìè íà éîãî ñêëàäîâi ÷àñòèíè.
Çàóâàæèìî, ùî äîïóñêàþòüñÿ ïîëiíîìè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ òiëüêè
ç îäíîãî êîí'þíêòà, i ùî ââàæà¹òüñÿ, ùî çà âèçíà÷åííÿì ïî-

ðîæíié ïîëiíîì (òîáòî ïîëiíîì, ÿêèé íå ìiñòèòü êîí'þíêöié i
ÿêèé âèíèêà¹ ïðè n � 0) çàâæäè ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ-êîíñòàíòó
0. Òàêîæ ó íàñ ¹ ïîëiíîìè, â çàïèñi ÿêèõ çóñòði÷à¹òüñÿ 1. Íà-
ïðèêëàä, ïðè k1 � 0 âèùåâêàçàíèé ïîëiíîì ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
1` px2,1 ^ . . .^ x2,k2q ` . . .` pxn,1 ^ . . .^ xn,knq.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òâåðäæåííÿ 4.4. Áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïî-

äàíà ó âèãëÿäi ïîëiíîìà Æåãàëêèíà, ïðè÷îìó öå ïîäàííÿ ¹äè-
íî ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó äîäàíêiâ çà ìîäóëåì äâà i ïîðÿäêó
êîí'þíêòèâíèõ ÷ëåíiâ ó äîäàíêàõ.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüêiñòü ðiçíèõ áóëåâèõ ôóíê-
öié âiä n çìiííèõ äîðiâíþ¹ 22

n

. Ó òîé æå ÷àñ ÷èñëî âñiëÿêèõ
êîí'þíêöiÿ, ÿêi ïîáóäîâàíi ç n çìiííèõ (âêëþ÷àþ÷è êîí'þíêöiþ,
ùî íå ìiñòèòü æîäíî¨ çìiííî¨) i ñåðåä ÿêèõ íåìà¹ æîäíî¨ ïàðè, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíèõ i òèõ æå çìiííèõ, äîðiâíþ¹ 2n. Çíà÷èòü, ÷èñëî
âñiëÿêèõ ïîëiíîìiâ Æåãàëêèíà äîðiâíþ¹ 22

n

i, îòæå, âîíî çáiãà¹òü-
ñÿ ç ÷èñëîì âñiõ áóëåâèõ ôóíêöié âiä n çìiííèõ. Òîìó òâåðäæåííÿ
áóäå iñòèííî, ÿêùî ïîêàçàòè, ùî ðiçíi ïîëiíîìè ðåàëiçóþòü ðiçíi
ôóíêöi¨.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèâíå, òîáòî ùî iñíóþòü äâà ðiçíèõ ïîëiíî-
ìà Æåãàëêèíà f i g, òàêi, ùî f i g ðåàëiçóþòü îäíó é òó æ áóëåâó
ôóíêöiþ. Öå òÿãíå, ùî i âèðàçè f ` g i g ` g, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ
íèæ÷å ÿê h i h1 âiäïîâiäíî, ðåàëiçóþòü îäíó é òó æ ôóíêöiþ. Àëå ç
âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ` âèïëèâà¹, ùî h1 ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ-êîíñòàíòó
0. Çíà÷èòü, i ïîëiíîì h ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ-êîíñòàíòó 0.
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Ïîçíà÷èìî h2 ïîëiíîì, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ç h âèêðåñëþâàííÿì
â h âñiõ ïîâòîðþâàíèõ äîäàíêiâ, ðîçãëÿíóòèõ ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó
êîí'þíêòèâíi ÷ëåíiâ â íèõ. Â ñèëó ïðèïóùåííÿ îòðèìó¹ìî, ùî h2

âiäìiííèé âiä ïîðîæíüîãî ïîëiíîìà (òîáòî ïîëiíîìà, ùî íå ìiñòèòü
æîäíîãî äîäàíêà), i ùî âií ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ-êîíñòàíòó 0. Âèäiëèìî
â h2 äîäàíîê, ùî ìiñòèòü íàéìåíøå ÷èñëî çìiííèõ. (Âií ¹äèíèé.)
Ïiäñòàâàìè â h2 çàìiñòü öèõ çìiííèõ 1, à çàìiñòü iíøèõ çìiííèõ ç h2

� 0. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî íà òàê âèáðàíèõ íàáîðàõ çíà÷åíü
çìiííèõ ïîëiíîì h2 ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ, ðiâíå 1. Ïðîòèði÷÷ÿ ç òèì,
ùî h2 ðåàëiçó¹ ôóíêöiþ-êîíñòàíòó 0. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è ìîæíà ÿêèìîñü ÷èíîì ó

çàãàëüíèõ òåðìiíàõ îïèñàòè òi (ìiíiìàëüíi) ñóêóïíîñòi ôóíêöié,
÷åðåç ÿêi âèðàæàþòüñÿ âñi áóëåâi ôóíêöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàöi¨
ñóïåðïîçèöi¨? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ÿê öå ïîêàçàâ Å. Ïîñò, ìîæíà. Öüîìó
ïðèñâÿ÷åíi íàñòóïíi ðîçäiëè.

4.8 Ïîâíi ñèñòåìè áóëåâèõ ôóíêöié. Çàìèêàííÿ

ìíîæèí áóëåâèõ ôóíêöié. Çàìêíóòi êëàñè

Ñóêóïíiñòü ôóíêöié F íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíî ïîâíîþ ñèñòå-

ìîþ (àáî ïðîñòî ïîâíîþ), ÿêùî áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè
îòðèìàíà ç ôóíêöié ñèñòåìè F çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨
(i, â ðàçi íåîáõiäíîñòi, îïåðàöi¨ ââåäåííÿ ôiêòèâíèõ çìiííèõ), àáî,
iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî áóäü-ÿêà áóëåâà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè âèðà-
æåíà ôîðìóëîþ â ñèãíàòóði F (òîáòî ôîðìóëîþ, ùî ìiñòèòü òiëüêè
ôóíêöiîíàëüíi ñèìâîëè, ùî çóñòði÷àþòüñÿ â ñèãíàòóði F ).

Ç íàâåäåíîãî âèùå ïîäàííÿ áóëåâèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi
ÄÄÍÔ âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ôóíêöié t^,_, u ¹ ïîâíîþ ñèñòå-

ìîþ. Ïðèêëàäè iíøèõ ïîâíèõ ñèñòåì ìîæóòü áóòè çíàéäåíi çà âè-
êîðèñòàííÿì òàêîãî ïðîñòîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.5 (äîñòàòíÿ óìîâà ïîâíîòè). ßêùî F i G �
ñèñòåìè áóëåâèõ ôóíêöié, òàêi, ùî F ¹ ïîâíîþ i áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ
ç F âèðàæà¹òüñÿ äåÿêîþ ôîðìóëîþ ó ñèãíàòóði G, òî G � ïîâíà
ñèñòåìà.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íèì â äîâåäåííi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
Íàñëiäîê 4.3. Ñèñòåìè áóëåâèõ ôóíêöié t^, u i t_, u ¹

ïîâíèìè ( ïîçíà÷à¹ ëîãi÷íå çàïåðå÷åííÿ). Òàêèìè æ ¹ ñèñòåìè
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t1,_,`u, t1,^,`u, t0,Ñu i t|u.
Äîâåäåííÿ. Â àáçàöi, ùî ïîïåðåäæó¹ òâåðäæåííþ 4.5, áóëî

ñêàçàíî, ùî ñèñòåìà ^,_, óòâîðþ¹ ïîâíó ñèñòåìó. Çãiäíî çà ïðàâè-
ëàìè äå Ìîðãàíà i çàêîíîì çíÿòòÿ ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ ìà¹ìî:
x1 _ x2 � x1 ^ x2 i x1 ^ x2 � x1 _ x2. Çíà÷èòü, t^, u i t_, u óòâî-
ðþþòü ïîâíó ñèñòåìó íà ïiäñòàâi äîñòàòíüî¨ óìîâè ïîâíîòè.

Äàëi, x1 � 1 ` x1. Òîìó ïîâíîòà t_, u i t^, u, à òàêîæ äî-
ñòàòíÿ óìîâà ïîâíîòè òÿãíóòü ïîâíîòó t1,_,`u i t1,^,`u.

Äëÿ t0,Ñu ìà¹ìî: x1 � x1 Ñ 0 i x1_x2 � px1 Ñ 0q Ñ x2. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ïîâíîòó t_, u i äîñòàòíþ óìîâó ïîâíîòè, îòðèìó¹ìî
ïîâíîòó ñèñòåìè t0,Ñu.

Íàðåøòi, äëÿ øòðèõà Øåôôåðà ìà¹ìî: x1 � x1|x1, x1_x2 �
px1|x1q|px2|x2q i x1 ^ x2 � px1|x2q|px1|x2q. Òîìó íà ïiäñòàâi íàñëiä-
êó 4.1 i äîñòàòíüî¨ óìîâè ïîâíîòè îòðèìó¹ìî ïîâíîòó ñèñòåìè t|u.
Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Çàìèêàííÿì ìíîæèíè F âiäíîñíî îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨ íà-
çèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié, ÿêi ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç ôóíê-
öié ñèñòåìè F çi çàñòîñóâàííÿì îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨ (iíøèìè ñëî-
âàìè, ìîæóòü áóòè ðåàëiçîâàíi íåòðèâiàëüíèìè ôîðìóëàìè íàä F ).
Çàìèêàííÿ ìíîæèíè F ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç rAs.

Ç íàâåäåíîãî âèùå âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ðiâíîñòi ôóíêöié
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè rF s íàëåæàòü òàêîæ i âñi ôóíêöi¨, ÿêi âiäðiç-
íÿþòüñÿ âiä ôóíêöié, ùî ðåàëiçóþòüñÿ íåòðèâiàëüíèìè ôîðìóëàìè
íàä F , ëèøå ôiêòèâíèìè çìiííèìè. Òàêèì ÷èíîì, ôàêòè÷íî çàìè-
êàííÿ ñèñòåì ôóíêöié ðîçãëÿäà¹òüñÿ ùîäî äâîõ îïåðàöié: ñóïåðïî-
çèöi¨ i ââåäåííÿ ôiêòèâíèõ çìiííèõ.

Ìíîæèíà áóëåâèõ ôóíêöié F íàçèâà¹òüñÿ çàìêíóòîþ (ùîäî
îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨), ÿêùî F � rF s. Çàìêíóòi ìíîæèíè ôóíêöié
íàçèâàþòüñÿ òàêîæ çàìêíóòèìè êëàñàìè. (Çàóâàæèìî, ùî çà çà-
ìîâ÷óâàííÿì ââàæà¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ çìiííî¨ xi òîòîæíà

ôóíêöiÿ fpxiq � xi çàâæäè âõîäèòü ó áóäü-ÿêèé êëàñ.)
Îïåðàöiÿ çàìèêàííÿ âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè.
Íåõàé F i G � äîâiëüíi ñèñòåìè áóëåâèõ ôóíêöié. Òîäi âè-

êîíóþòüñÿ òàêè ñïiââiäíîøåííÿ:
(1) F � rF s;
(2) ÿêùî F � G, òî rF s � rGs;
(3) rrF ss � rF s;
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(4) rF s X rGs ¹ çàìêíóòîþ ìíîæèíîþ;
(5) F ¹ ïîâíîþ ñèñòåìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè rF s � P2.

4.9 Êðèòåðié ïîâíîòè. Òåîðåìà Ïîñòà. Ïðåäïîâíi

êëàñè

Âèçíà÷èìî ï'ÿòü îñíîâíèõ çàìêíóòèõ êëàñiâ áóëåâèõ ôóíêöié, ùî
ãðàþòü âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ áóëåâèõ ôóíêöié: T0, T1,M, S i L.

Áóëåâà ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq çáåðiãà¹ êîíñòàíòó 0, òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fp0, . . . , 0q � 0.

Áóëåâà ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq çáåðiãà¹ êîíñòàíòó 1 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fp1, . . . , 1q � 1.

Ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ íàáîðiâ xα1, . . . , αny i xβ1, . . . , βny ç
En, òàêèõ, ùî α1 ¤ β1, . . . , αn ¤ βn, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü fpα1,

. . . , αnq ¤ fpβ1, . . . , βnq.
Ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq íàçèâà¹òüñÿ ñàìîäâî¨ñòîþ òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó xα1, . . . , αny ç En âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü fpα1, . . . , α1q � fpα1, . . . , αnq.

Ôóíêöiÿ fpx1, . . . , xnq íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè âîíà ìà¹ âèãëÿä fpx1, . . . , xnq � c0 ` pc1 ^ x1q ` . . . `
pcn ^ xn), äå c0, c1, . . . , cn íàëåæàòü ìíîæèíi E � t0, 1u (òîáòî, êî-
ëè â ïîäàííi öi¹¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ïîëiíîìà Æåãàëêèíà ìiñòÿòüñÿ
òiëüêè òàê çâàíi ëiíiéíi ÷ëåíè, òîáòî ÷ëåíè âèãëÿäó ci ^ xi àáî c0).

Íàñòóïíi ìíîæèíè áóëåâèõ ôóíêöié íîñÿòü íàçâó îñíîâíèõ

çàìêíóòèõ êëàñiâ:
T0 � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié, ùî çáåðiãàþòü êîíñòàíòó 0,
T1 � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié, ùî çáåðiãàþòü êîíñòàíòó 1,
M � ìíîæèíà âñiõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié,
S � ìíîæèíà âñiõ íåñàìîäâî¨ñòèõ ôóíêöié,
L � ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöié.
Óñi âîíè çàìêíóòi, ùî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è

âèçíà÷åííÿ çàìêíóòî¨ ìíîæèíè. Ùå âiäçíà÷èìî, ùî âñi âîíè âiä-
ìiííi âiä P2, i íi îäèí ç öèõ êëàñiâ íå ìiñòèòüñÿ â iíøîìó, ùî ïiä-
òâåðäæó¹òüñÿ íàñòóïíèìè êîìáiíàöiÿìè ôóíêöié:

(1) ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 0 i 1 äëÿ T0 i T1;
(2) x1 i ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 1 äëÿ T0 i M ;
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(3) ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 0 i x1 äëÿ T0 i S;
(4) x1 ^ x2 i 1` x1 ` x2 äëÿ T0 i L;
(5) x1 i x äëÿ T1 i M ;
(6) ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 1 i x1 äëÿ T1 i S;
(7) x1 ^ x2 i x1 ` x2 äëÿ T1 i L;
(8) x1 ^ x2 i x1 äëÿ M i S;
(9) x1 ^ x2 i 1` x1 ` x2 äëÿ M i L;
(10) px1 ^ x2q _ px1 ^ x2q i 1` x1 ` x2 äëÿ S i L.
Íàâåäåíi â (1)�(10) êîíêðåòíi ôóíêöi¨ ïîêàçóþòü, ùî îñíîâíi

êëàñè áóëåâèõ ôóíêöié íåïóñòi. Òàêîæ çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî
ïîíÿòòÿ êëàñó áóëåâèõ ôóíêöié íå çáiãà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿì êëàñó

çà äåÿêèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Îñíîâíi êëàñè áóëåâèõ
ïîïàðíî ïåðåòèíàþòüñÿ. Íàïðèêëàä, òîòîæíà ôóíêöiÿ fpx1q � x1
ëåæèòü â T0, T1, M , S i L. Ñëiäóþ÷è òðàäèöi¨, ìè òóò âèêîðèñòî-
âó¹ìî ïîíÿòòÿ êëàñó ó òîìó âèãëÿäi, â ÿêîìó âîíî çàçâè÷àé âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ â òåîði¨ áóëåâèõ ôóíêöié.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé êðèòåðié ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîâíîòè ñè-
ñòåì áóëåâèõ ôóíêöié, âñòàíîâëåíèé àìåðèêàíñüêèì ìàòåìàòèêîì
Å. Ïîñòîì.

Òâåðäæåííÿ 4.6 (òåîðåìà Ïîñòà ïðî ôóíêöiîíàëüíó ïî-
âíîòó). Ñèñòåìà F ôóíêöié àëãåáðè ëîãiêè ôóíêöiîíàëüíî ïîâíà
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòèí êëàñó rF s ç êîæíèì ç îñíîâíèõ
êëàñiâ ¹ íåïóñòîþ ìíîæèíîþ. (àáî, iíøèìè ñëîâàìè, êîëè F ìiñòèòü
ôóíêöiþ, ùî íå çáåðiãà¹ 0, ôóíêöiþ, ùî íå çáåðiãà¹ 1, íåìîíîòîííó
ôóíêöiþ, ñàìîäâî¨ñòó ôóíêöiþ i íåëiíiéíó ôóíêöiþ).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî rF s � P2. Òîäi F
íå ìîæå ïîâíiñòþ âêëþ÷àòèñÿ õî÷à á â îäèí ç êëàñiâ T0, T1,M, S

i L, îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó, ÿêáè, íàïðèêëàä, F � M , òî i
rF s �M ó ñèëó çàìêíóòîñòi êëàñó ìîíîòîííèõ ôóíêöié. Àëå x1 íå
¹ ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ, i, çíà÷èòü, rF s �� P2. Ïðîòèði÷÷ÿ. Çíà÷èòü,
F ìiñòèòü íåìîíîòîííóþ ôóíêöiþ.

Àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è äëÿ T0, T1, S i L, îòðèìó¹ìî, ùî íåîá-
õiäíiñòü ìà¹ ìiñöå.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî â rF s iñíóþòü íåëiíiéíà
ôóíêöiÿ fL, íåìîíîòîííà ôóíêöiÿ fM i íåñàìîäâî¨ñòà ôóíêöiÿ fS ,
à òàêîæ ôóíêöi¨ f0 i f1, òàêi, ùî f0p0, . . . , 0q � 1 i f1p1, . . . , 1q � 0.

ßêùî f0p1, . . . , 1q � 1 i f1p0, . . . , 0q � 0, òî ìîæíà ââàæàòè,
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ùî f0 i f1 ¹ ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 1 òà 0 âiäïîâiäíî. Çíà÷èòü, 0, 1 P rF s.
ßêùî æ f0p1, . . . , 1q � 0 àáî f1p0, . . . , 0q � 1, òî, îñêiëüêè

f0p0, . . . , 0q � 1 i f1p1, . . . , 1q � 0, f0px1, . . . , x1q ÿâëÿ¹ ñîáîþ ôóíêöiþ
ëîãi÷íîãî çàïåðå÷åííÿ. Ïîçíà÷èâøè ¨¨ x1, îòðèìó¹ìî, ùî x1 P rF s.

Îòæå, ïðè íàÿâíîñòi f0 i f1 ìè îòðèìó¹ìî, ùî, ÿê ìiíiìóì,
0, 1 P rF s àáî x1 P rF s. Ðîçãëÿíåìî öi äâà âèïàäêè.

1. Íåõàé 0, 1 P rF s.
Òàê ÿê fM ¹ íåìîíîòîííà ôóíêöiÿ, òî çíàéäåòüñÿ äâà (ñóñiä-

íiõ) íàáîðó xα1, . . . , αi, 0, αi�1, . . . , αny i xα1, . . . , αi, 1, αi�1, . . . , αny,
òàêèõ, ùî fM pα1, . . . , αi, 0, αi�1, . . . , αnq ¡
fM pα1, . . . , αi, 1, αi�1, . . . , αnq. Òîáòî ôóíêöiÿ
hpx1q � fM pα1, . . . , αi, x1, αi�1, . . . , αnq ÿâëÿ¹ ñîáîþ ëîãi÷íå
çàïåðå÷åííÿ x1 i, çíà÷èòü, x1 P rF s. Ìà¹ìî: 0, 1, x1 P rF s.

2. Íåõàé x1 P rF s.
Îñêiëüêè fS P rF s, òî äëÿ äåÿêîãî íàáîðó xα1, . . . , αny ìà¹ìî,

ùî fSpα1, . . . , αnq � fSpα1, . . . , αnq.
Âèçíà÷èìî hipx1q íàñòóïíèì ÷èíîì: hipx1q � x1, ÿêùî

αi � 0 i hipx1q � x1, ÿêùî αi � 1. Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ óíàðíîé
gpx1q � fSph1px1q, . . . , hnpx1qq ìà¹ìî gp0q � gp1q, òîáòî gpx1q ÿâëÿ¹
ñîáîþ ôóíêöiþ-êîíñòàíòè 0 àáî 1, ùî íàëåæèòü rF s. Àëå îñêiëüêè
x1 P rF s, òî íåçàëåæíî âiä òîãî, ùî ¹ gpx1q, 0 àáî 1, îòðèìó¹ìî, ùî
0, 1, x1 P rF s.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî: rF s îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü 0, 1, x1.
Òåïåð ç äîïîìîãîþ íåëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ fL ïîêàæåìî, ùî

êîí'þíêöiÿ x1 ^ x2 òàêîæ íàëåæèòü äî rF s.
Â ñèëó ïîâíîòè íàáîðó t1,^,`u (íàñëiäîê 4.3) ìîæíà ââà-

æàòè, ùî ôóíêöiÿ fL ìà¹ âèãëÿä ppx1^x2q^ fpx3, . . . , xnqq ` px1 ^
gpx3, . . . , xnqq ` px2 ^ hpx3, . . . , xnqq ` epx3, . . . , xnq, äå fpx3, . . . , xnq
íå ¹ ôóíêöiÿ-êîíñòàíòà 0, òîáòî äëÿ äåÿêîãî íàáîðó xα3, . . . , αny ç
0 i 1 fpα3, . . . , αnq � 1.

Òàê ÿê ôóíêöi¨-êîíñòàíòè 0 i 1 íàëåæàòü rF s, âèêîðèñòîâó-
þ÷è îïåðàöiþ ñóïåðïîçèöi¨ ïî çìiííèì x3, . . . , xn âiäíîñíî ppx1 ^
x2q ^ fpx3, . . . , xnqq ` px1 ^ gpx3, . . . , xnqq ` px2 ^ hpx3, . . . , xnqq
` epx3, . . . , xnq i ôóíêöié-êîíñòàíò 0 i 1, îòðèìó¹ìî, ùî ó rF s
¹ ôóíêöiÿ f 1Lpx1, x2q � ppx1 ^ x2q ^ fpα3, . . . , αnqq ` px1 ^
gpα3, . . . , αnqq ` px2 ^ hpα3, . . . , αnqq ` epα3, . . . , αnq, àáî, â iíøî-
ìó çàïèñi, f 1Lpx1, x2q � px1 ^ x2q ` pβ^x1q ` pγ^x2q ` δ, äå β, γ, δ
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¹ 0 àáî 1 (ó íàñ fpα3, . . . , αnq � 1).
Ïîêàæåìî, ùî êîí'þíêöiÿ x1 ^ x2 ìîæå áóòè âèðàæåíà

ó âèãëÿäi ðiçíèõ âèäiâ ñóïåðïîçèöi¨ 0, 1, ëîãi÷íîãî çàïåðå÷åííÿ i
ôóíêöi¨ f 1Lpx1, x2q äëÿ ðiçíèõ çíà÷åííÿõ β, γ i δ.

Ó íàñ ¹ âiñiì ìîæëèâèõ êîìáiíàöié äëÿ çíà÷åíü β, γ i δ, ïî-
÷èíàþ÷è ç 0, 0, 0 i çàêií÷óþ÷è 1, 1, 1. Ïðîàíàëiçó¹ìî êîæåí îêðåìî,
íàäàâøè áàæàþ÷èì ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè íàâåäåíi òîòîæíîñòi.

Ïðè β � 0, γ � 0 i δ � 0 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q ìàå âèãëÿä
x1 ^ x2, òîáòî x1 ^ x2 � f 1Lpx1, x2q.

Ïðè β � 0, γ � 0 i δ � 1 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q � px1 ^
x2q`1. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äîâåñòè òîòîæíiñòü
px1 ^ x2q`1 � x1 ^ x2. Çíà÷èòü, x1^x2 � px1 ^ x2q ` 1 � f 1Lpx1, x2q,
ùî i áóëî ïîòðiáíî.

Ïðè β � 0, γ � 1 i δ � 0 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q � px1 ^
x2q ` x2. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äîâåñòè òîòîæ-
íiñòü px1 ^ x2q ` x2 � x1 ^x2. Çíà÷èòü, x1 ^ x2 � px1 ^x2q ` x2
� f 1Lpx1, x2q.

Ïðè β � 0, γ � 1 i δ � 1 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q �
px1 ^ x2q ` x2 ` 1. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äî-
âåñòè òîòîæíiñòü px1 ^ x2q ` x2 ` 1 � x1 ^ x2. Çíà÷èòü, x1 ^ x2 �
px1 ^ x2q ` x2 ` 1 � f 1Lpx1, x2q.

Ïðè β � 1, γ � 0 i δ � 0 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q � px1 ^ x2q
` x2. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äîâåñòè òîòîæíiñòü
px1 ^ x2q ` x2 � x1 ^ x2. Çíà÷èòü, x1 ^ x2 � px1 ^ x2q ` x2
� f 1Lpx1, x2q.

Ïðè β � 1, γ � 0 i δ � 1 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q � px1
^ x2q ` x1` 1. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äîâåñòè
òîòîæíiñòü px1 ^ x2q ` x1 ` 1 � x1 ^ x2. Çíà÷èòü, x1 ^ x2 �
px1 ^ x2q ` x1 ` 1 � f 1Lpx1, x2q.

Ïðè β � 1, γ � 1 i δ � 0 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q � px1
^ x2q ` x1` x2. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äîâåñòè
òîòîæíiñòü px1 ^ x2q ` x1 ` x2 � x1 ^ x2. Çíà÷èòü, x1 ^ x2 �
px1 ^ x2q ` x1 ` x2 � f 1Lpx1, x2q.

Ïðè β � 1, γ � 1 i δ � 1 îòðèìó¹ìî, ùî f 1Lpx1, x2q � px1 ^
x2q ` x1` x2 ` 1. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü iñòèííîñòi ìîæíà äîâåñòè
òîòîæíiñòü px1 ^ x2q ` x1 ` x2 ` 1 � x1 ^ x2. Çíà÷èòü, x1 ^ x2 �
px1 ^ x2q ` x1 ` x2 ` 1 � f 1Lpx1, x2q.
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Ïðîâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî rF s îáîâ'ÿçêîâî
ìiñòèòü 0, 1, ëîãi÷íå çàïåðå÷åííÿ i êîí'þíêöiþ. Â ñèëó ïîâíîòè
öüîãî íàáîðó ôóíêöié (íàñëiäîê 4.3) îòðèìó¹ìî rF s � P2. Êiíåöü
äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà Ïîñòà ïîêàçó¹, ùî ó áóäü ïîâíî¨ ñèñòåìè ìîæíà

âèäiëèòè ïîâíó ïiäñèñòåìó, ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ç ï'ÿòè
ôóíêöié.

ßêùî ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ðàíiøå ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì t0,Ñu
i t|u, òî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî êîæíà ç íèõ çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðiþ
Ïîñòó i, îòæå, âæå íà ïiäñòàâi òiëüêè íüîãî, òîáòî áåç âèêîðèñòàííÿ
äîñòàòíüî¨ óìîâè ïîâíîòè, âîíè ¹ ïîâíèìè. Çâåðòà¹ìî âàøó óâàãó
íà òå, ùî iñíóþòü ïîâíi ñèñòåìè, ÿêi ìiñòÿòü òiëüêè ïî îäíié áóëåâî¨
ôóíêöi¨ (øòðèõ Øåôôåðà àáî, íàïðèêëàä, ñòðiëêà Ïiðñà).

Òîáòî çäà¹òüñÿ, ùî ïðîåêòóâàííÿ òà ðåàëiçàöiþ ðåàëüíèõ îá-
÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðî¨â êðàùå ïðîâîäèòè íà áàçi øòðèõà Øåôôå-
ðà. Àëå íà ñó÷àñíîìó åòàïi ðîçâèòêó îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè òà-
êèé ïiäõiä âèÿâëÿ¹òüñÿ íåâèãiäíèì, ÿê åêîíîìi÷íî òàê i òåõíi÷íî,
îñêiëüêè (ìiíiìàëüíi) ôîðìóëüíi ïðåäñòàâëåííÿ áóëåâèõ ôóíêöié
(ïîòðiáíèõ â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ) ó ñèãíàòóði, ÿêà ìiñòèòü
øòðèõ Øåôôåðà, ÷àñòî ìàþòü áiëüø ãðîìiçäêó çàïèñ, íiæ, íà-
ïðèêëàä, ¨õ àíàëîãè ó ñòàíäàðòíié (ùî ¹ íàäëèøêîâîþ) ñèãíàòóði
t^,_, u. Òà é ñàì åëåìåíò, ùî ðåàëiçó¹ øòðèõ Øåôôåðà, ÿê ïðà-
âèëî, ¹ òåõíi÷íî áiëüø ñêëàäíî âëàøòîâàíèì, íiæ åëåìåíòè, ùî
ðåàëiçóþòü ^, _, i .

Òóò ìè ïðèïèíÿ¹ìî îáãîâîðåííÿ öi¹¨ òåìè � âîíà ïîòðåáó¹
îêðåìîãî âèâ÷åííÿ i âèõîäèòü çà ìåæi öüîãî ïîñiáíèêà. Çàöiêàâ-
ëåíîãî æ ÷èòà÷à âiäñèëà¹ìî äî ñó÷àñíèõ ïiäðó÷íèêàõ i ìîíîãðà-
ôié ç òåîði¨ i ïðàêòèöi ïðîåêòóâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ïðèñòðî¨â i
êîìï'þòåðiâ òà çàñòîñóâàííÿ áóëåâèõ ôóíêöié ó ïðàêòè÷íèõ çàñòî-
ñóâàííÿõ.

Êðèòåðié Ïîñòà ìîæå áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíèé íàñòóïíèì
÷èíîì.

Íàñëiäîê 4.4. Ñèñòåìà F ôóíêöié àëãåáðè ëîãiêè ¹ ôóíê-
öiîíàëüíî ïîâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè æîäåí ç îñíîâíèõ çàìêíó-
òèõ êëàñiâ T0, T1,M, S i L íå ìiñòèòü óñi ôóíêöi¨ F .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî F � ïîâíèé êëàñ, òîáòî
rF s � P2, òî, îñêiëüêè êîæåí ç îñíîâíèõ çàìêíóòèõ êëàñiâ ðiçíèòüñÿ
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âiä P2, rF s íå ìîæå âêëþ÷àòèñÿ íi â îäèí ç T0, T1,M, S i L.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé f0, f1, fM , fS i fL � áóëåâi ôóíêöi¨ F ,

ÿêi íå íàëåæàòü T0, T1,M, S i L, âiäïîâiäíî. Àëå öå îçíà÷à¹, ùî f0,
f1, fM , fS i fL çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì òåîðåìè Ïîñòà i, îòæå, óòâî-
ðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ôóíêöié, òîáòî rF s � P2. Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Íà çàêií÷åííÿ íàâåäåìî ùå äåÿêi ðåçóëüòàòè ç áóëåâèìè
ôóíêöiÿìè.

Íàñëiäîê 4.5. Êîæåí çàìêíóòèé êëàñ rF s áóëåâèõ ôóíê-
öié, òàêèé, ùî rF s �� P2, âêëþ÷à¹òüñÿ õî÷à á â îäèí ç ï'ÿòè êëàñiâ
T0, T1,M, S i L.

Äîâåäåííÿ. ßêùî rF s íå âêëþ÷à¹òüñÿ íi â îäèí ç êëàñiâ
T0, T1,M, S i L, rF s ìîæíà âèäiëèòè ôóíêöi¨, çàäîâîëüíÿþòü êðè-
òåðiþ Ïîñòó, ùî òÿãíå rF s � P2, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi. Êiíåöü
äîâåäåííÿ.

Íåõàé rF s i rGs � çàìêíåíi êëàñè áóëåâèõ ôóíêöié, òàêi, ùî
rF s ìiñòèòüñÿ â rGs. Êëàñ rF s íàçèâà¹òüñÿ ïðåäïîâíèì â rGs òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè rF s �� rGs i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ç ìíîæèíè
rGs � rF s ñèñòåìà rF s Y tfu ¹ ïîâíîþ â rGs. (Ó äåÿêié ëiòåðàòóði
ïðåäïîëíûå êëàñè íàçèâàþòüñÿ ìàêñèìàëüíèìè.)

Òâåðäæåííÿ 4.7. Â P2 iñíó¹ òiëüêè ï'ÿòü ïðåäïîëíûõ
êëàñiâ, à ñàìå: T0, T1,M, S i L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé rF s � ïðåäïîâíèé êëàñ â P2. rF s ¹ çà-
ìêíóòèì êëàñîì i rF s �� P2. Çíà÷èòü, çà íàñëiäêîì 4.5 êëàñ rF s
âêëþ÷à¹òüñÿ õî÷à á â îäèí ç ï'ÿòè êëàñiâ T0, T1,M, S i L. Êiíåöü
äîâåäåííÿ.

Çàìêíåíi êëàñè áóëåâèõ ôóíêöié áóëè îïèñàíi Å. Ïîñòîì â
1920 ðîöi. Âií âèâ÷èâ ðÿä âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé. Äî îñíîâíèõ ðå-
çóëüòàòiâ Ïîñòó ç íèõ, êðiì íàâåäåíèõ âèùå, âiäíîñÿòüñÿ òàêîæ òà-
êè.

Íåõàé rF s� äîâiëüíèé çàìêíóòèé êëàñ áóëåâèõ ôóíêöié, àG
� äåÿêà ñèñòåìà ôóíêöié ç rF s. Êàæóòü, ùî ñèñòåìà G ïîðîäæó¹

çàìêíóòèé êëàñ rF s, ÿêùî rGs � rF s. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü
òàêîæ, ùî ñèñòåìà G ¹ ïîâíîþ â rF s.

Áàçèñîì êëàñó rF s íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïîðîäæóþ÷à rF s ñèñòå-
ìà, áóäü-ÿêà âëàñíà ïiäñèñòåìà ÿêî¨ íå ïîðîäæó¹ rF s.

Òâåðäæåííÿ 4.8 . Êîæåí çàìêíóòèé êëàñ áóëåâèõ ôóíêöié
ìà¹ ñêií÷åííèé áàçèñ.
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Òâåðäæåííÿ 4.9 . Ìíîæèíà âñiõ çàìêíóòèõ êëàñiâ ôóíê-
öié àëãåáðè ëîãiêè ìà¹ çëi÷åííó ïîòóæíiñòü.

Å. Ïîñò îïèñàâ ïîâíó äiàãðàìó âêëþ÷åíü îäíîãî çàìêíåíî-
ãî êëàñó â iíøèé ó ìíîæèíi âñiõ çàìêíåíèõ êëàñiâ áóëåâèõ ôóíêöié.

Ðåêîìåíäîâàíà ëiòåðàòóðà

1. Êàðíàóõ Ò.Î., Ñòàâðîâñüêèé À.Á. Âñòóï äî äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè: Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê. � Ê.: Âèäàâ.-ïîëi- ãðàô. öåíòð
�Êè¨âñüêèé óíiâåðñèòåò�, 2006. � 113 ñ.

2. Êàïiòîíîâà Þ.Â., Êðèâèé Ñ.Ë., Ëåòè÷åâñüêèé Î.À., Ëó-
öüêèé Ã.Ì., Ïå÷óðií Ì.Ê. Îñíîâè äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè (ïiäðó÷-
íèê). � Ê.: Íàóêîâà äóìêà, 2002. � 579 c.

3. Íîâèêîâ Ô.À. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììè-
ñòîâ. � ÑÏá: Ïèòåð, 2000. � 304 ñ.

4. Åðóñàëèìñêèé ß.Ì. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà: òåîðèÿ, çà-
äà÷è, ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Âóçîâñêàÿ êíèãà, 2004. � 268 ñ.

5. Ôðåíêåëü À.À., Áàð-Õèëëåë È. Îñíîâàíèÿ òåîðèè ìíî-
æåñòâ. � Ì: Ìèð, 1966. � 555 ñ.

6. ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. Ì.:
Íàóêà, 1986. � 384 ñ.

7. ßáëîíñêèé Ñ.Â., Ãàâðèëîâ Ã.Ï., Êóäðÿâöåâ Â.Ã. Ôóíêöèè
àëãåáði ëîãèêè è êëàññû Ïîñòà. Ì.: Íàóêà, 1966. � 119 ñ.

133



Ìàòåðiàëè ëåêöié
ç äèñöèïëiíè �Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà�

Ëÿëåöüêèé Îëåêñàíäð Âàäèìîâè÷

Îêðåìi ðîçäiëè äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè

Ìàòåðiàëè ëåêöié ÿâëÿþòü ñîáîþ êîðîòêi íîòàòêè ç òèõ
ðîçäiëiâ äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè, áåç çíàííÿ ÿêèõ ñòà¹ âåëüìè
ïðîáëåìàòè÷íîþ ìîæëèâiñòü âèâ÷åííÿ òà ðîçóìiííÿ òåîðåòè÷íèõ
îñíîâ ðÿäó ïðåäìåòiâ, ùî âèêëàäàþòüñÿ ó âèùèõ íàâ÷àëüíèõ
çàêëàäàõ òà âèìàãàþòü çíàííÿ áàçîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü i
ðåçóëüòàòiâ. Âií ìîæå ñëóæèòè õîðîøèì äîâiäêîâèì ìàòåðiàëîì
ÿê äëÿ ñòóäåíòiâ, ÿêi ïî÷èíàþòü âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöè-
ïëií íà ïåðøèõ êóðñàõ âóçiâ, òàê i äëÿ âèêëàäà÷iâ, ÿêi áàæàþòü
âèêîðèñòîâóâàòè äîñâiä, íàêîïè÷åíèé àâòîðîì â ïðîöåñi éîãî
âèêëàäàöüêî¨ äiÿëüíîñòi òà âiäîáðàæåíèé â ìàòåðiàëàõ.

Ïîäàíî äî äðóêó 07.12.2018. Ôîðìàò 60õ84/16.
Ïàïið ìåëîâàíèé. Ãàðíèòóðà Times. Äðóê êîìï'þòåðíèé.

Óìîâ. äð. àðê. 9,57

���������������
Ê.: Àðòàëåêñ-Ïðèíò, 2018

134




