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Для проведення дослідження використаємо двомасову динамічну модель 

системи «візок-вантаж», яка представлена на рис. 1 [1]. 

 
Рисунок 1. Динамічна модель системи «візок-вантаж» 

 
Рух системи (рис. 1) в часі описується диференційними рівняннями [1]: 
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де m1 – зведена маса вантажного візка з приводним механізмом; m2 – зведена 
маса вантажу; х1 та х2 – узагальнені координати центрів мас візка та вантажу 
відповідно; g – пришвидшення вільного падіння; L – довжина гнучкого підвісу 
вантажу; F – рушійна сила приводу; W – сила статичного опору, яка протидіє 
руху вантажного візка [1]. 

У якості критерію оптимізації обрано інтегральний функціонал, який 
відображає середньоквадратичне значення швидкості зміни рушійного зусилля: 
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де t1 – тривалість процесу пуску; 1F  – швидкість зміни рушійного зусилля 
приводного механізму. 

Умовою мінімуму функціоналу (2) є рівняння Ейлера-Пуассона, яке для 
наведеної системи має наступний вигляд [1]: 
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де Lgmmk /)/1( 12   - частота власних маятникових коливань вантажу 
відносно точки його підвісу. Розв’язок рівняння (3) виконано за крайових умов 
[1]: 
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               (4) 

Проаналізуємо отримані результати розв’язку рівняння (3) при умовах 
(4). Для цього знайдено, який описує динамічну складову рушійного зусилля на 
початку та у кінці керованого режиму руху системи [1]: 
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Аналіз отриманої аналітичної залежності (5) показує, що в моменти часу, 
коли t = 0 та t = t1 функція F1 терпить розриви першого роду, які призводять до 
виникнення небажаних динамічних навантажень коливального характеру на 
початку та в кінці пуску досліджуваної системи. Для зменшення таких 
динамічних навантажень у крайових умовах руху (4) зроблено наступні заміни: 
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Назвемо оптимальний закон руху системи, що знайдений із 
використанням умов (4), оптимальним законом №1, а інший закон руху 
системи, що отримано із використанням умов (6), – оптимальним законом №2. 
Для цих законів руху побудовано графіки функцій рушійного зусилля [1]: 

 
Рисунок 2. Графіки функцій рушійного зусилля для оптимальних законів руху 

№1 (пунктирна крива) та №2 (штрихова крива) 
 

Аналіз графічних залежностей, які наведені на рис. 2, дає змогу зробити 
наступні висновки: рушійне зусилля, що відповідає оптимальному закону руху 
№2, характеризується значно меншими початковим та кінцевим значеннями, 
що забезпечує більш плавний розгін механізму до усталеної швидкості ніж при 
оптимальному законі №1. Однак максимальне значення рушійного зусилля, що 
відповідає оптимальному закону №2, є більшим порівняно з таким же 
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значенням для закону №1. Оскільки знайдені оптимальні закони руху мають 
протилежні властивості, то запропоновано виконати синтез оптимального 
закону руху системи, який би враховував їхні бажані властивості і був би 
позбавлений небажаних властивостей [1]. 

Для врахування бажаних властивостей отриманих оптимальних законів 
руху системи запропоновано комплексний оптимальний закон руху, який 
представлено в наступному вигляді [1]: 
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№x  - функції положення вантажу, які відповідають оптимальним 

законам №1 і №2 відповідно; σ – вагова функція, що визначає вагу 
оптимального закону №1, її отримано в результаті розв’язку триточкової 
крайової задачі [1]: 
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Розв’язок крайової задачі (8) буде мати наперед задані бажані 
властивості. У моменти часу t = 0 і t = t1 комплексний оптимальний закон руху 
буде відповідним закону №2. Це означає, що рушійне зусилля не буде мати 
розривів першого роду на початку і в кінці руху система буде мати плавний 
режим розгону. Рівність одиниці σ в момент часу t = t1/2 означає, що 
комплексний закон руху буде відповідним оптимальному закону №1. Вищі 
похідні σ в момент часу t = t1/2 забезпечують формування «пологої» функції 
розв’язку крайової задачі (8). Таким чином, досягається «поширення» бажаних 
характеристик закону №1 на проміжок часу, що передує моменту t = t1/2 та на 
той же проміжок, що йде за ним. 

Поглиблений аналіз параметрів досліджуваної системи дозволив 
встановити, що при певній тривалості розгону до усталеної швидкості, (t1 = 3.3 
с), величина максимального рушійного зусилля оптимального закону №1 є 
більшою за аналогічний показник оптимального закону №2, тобто MAXF№1 > MAXF№2

. 
Для того, щоб комплексний оптимальний закон руху у процесі пуску 

системи використовував мінімальне значення рушійного зусилля, то його 
вагова функція σ, повинна описуватись за наступним виразом: 
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У разі, якщо MAXF№1 > MAXF№2 , то пуск системи «візок-вантаж» буде 
відбуватись виключно за оптимальним законом №2. 
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